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𝜕u

𝜕t
= f

(︂
x , u,

𝜕u

𝜕x
, . . . ,

𝜕ku

𝜕xk

)︂
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Симметрии скалярных ОДУ

y ′ = f (x , y)

𝒟 =
𝜕

𝜕x
+ f (x , y)

𝜕

𝜕y
, 𝜔 = dy − f (x , y)dx
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y (k+1) = f (x , y , y ′, . . . , y (k))

𝒟 =
𝜕

𝜕x
+ y1

𝜕

𝜕y0
+ · · · + f

𝜕

𝜕yk

𝜔0 = dy0 − y1dx ,

𝜔1 = dy1 − y2dx , . . .

...
𝜔k−1 = dyk−1 − ykdx

𝜔k = dyk − fdx
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Инфинитезимальная симметрия — векторное поле X ,
сдвиги вдоль которого являются симметриями ОДУ, т.е.
Φ*
t (𝜔i ) ∧ 𝜔0 · · · ∧ 𝜔k = 0 для всех i = 0 . . . k .

LX (𝜔i ) ∧ 𝜔0 · · · ∧ 𝜔k = 0

Инфинитезимальные симметрии ОДУ образуют алгебру Ли
SymmP .
Инфинитезимальные симметрии, сдвиги вдоль которых
сохраняют каждую интегральную кривую распределения P
называются характеристическими.

Теорема
Характеристические симметрии образуют идеал CharP в
алгебре Ли SymmP , т.е.

– если X ∈ Char P и Y ∈ SymmP, то [X ,Y ] ∈ Char P;
– если X ∈ Char P и f ∈ C∞(Jk), то fX ∈ Char P.
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Фактор-алгебра Ли Shuff P := SymmP/Char P называется
алгеброй Ли тасующих симметрий ОДУ.

S =
k∑︁

i=0

ai
𝜕

𝜕yi
, ai ∈ C∞(Jk)

Теорема
Всякая тасующая симметрия определяется одной функцией
𝜙 ∈ C∞(Jk), которая называется производящей функцией:

S =
k∑︁

i=0

𝒟i (𝜙)
𝜕

𝜕yi
.

𝒟0 = id, 𝒟i = 𝒟 ∘ · · · ∘ 𝒟⏟  ⏞  
i times
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Симметрии систем ОДУ

y(k+1) = f
(︁
x , y, . . . , y(k)

)︁
y =

(︀
y1, . . . , yn

)︀T
, f =

(︀
f 1, . . . , f n

)︀T
Jk := Jk(1; n) – пространство k-джетов функций R → Rn.
Координаты x , y ji (i = 0, . . . , k ; j = 1, . . . , n).

𝒟 =
𝜕

𝜕x
+

∑︁
i=0,...,k−1
j=1,...,n

y ji+1
𝜕

𝜕y ji
+

n∑︁
j=1

f j
𝜕

𝜕y jk

𝜔j
i = dy ji −y ji+1dx , 𝜔j

k = dy jk−f jdx (i = 0, . . . , k−1; j = 1, . . . , n).
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Теорема
Всякая тасующая симметрия системы ОДУ определяется одной
вектор-функцией 𝜙 =

(︀
𝜙1, . . . , 𝜙n

)︀
:

S =
∑︁

i=0,...,k
j=1,...,n

𝒟i (𝜙j)
𝜕

𝜕y ji
.

Теорема
Векторное поле S является инфинитезимальной симметрией
системы ОДУ тогда и только тогда, когда

𝒟k+1(𝜙j) −
∑︁

i=0,...,k

𝒟i (𝜙j)
𝜕f j

𝜕y ji
= 0.
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Динамики эволюционных систем уравнений

𝜕u
𝜕t

= 𝜙

(︂
x ,u,

𝜕u
𝜕x
, . . . ,

𝜕ku
𝜕xk

)︂
Пусть 𝜙(x , y0, . . . , yk) — производящая вектор-функция
тасующих симметрий системы ОДУ

y(k+1) = f
(︁
x , y, . . . , y(k)

)︁
.

Эта система ОДУ называется конечномерной динамикой
системы эволюционных уравнений. Число k + 1 называется
порядком динамики
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Теорема
Обыкновенное дифференциальное уравнение

F = yk+1 − f (x , y0, y1, . . . , yk) = 0

является динамикой эволюционного уравнения
ut = 𝜙(x , u, ux , uxx , . . . ) тогда и только тогда, когда
[𝜙,F ] = 0modDF, где DF = ⟨F ,D(F ),D2(F ), . . . ⟩ —
дифференциальный идеал, порожденной функцией F ,
D = 𝜕

𝜕x + y1
𝜕
𝜕y0

+ y2
𝜕
𝜕y1

+ · · · оператор полной производной по
x и

[𝜑,F ] =
∑︁
i≥0

(︂
𝜕𝜑

𝜕yi
D i (F ) − 𝜕F

𝜕yi
D i (𝜑)

)︂
скобка Пуассона–Ли, продолженная в пространство джетов.
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Пусть Φt сдвиг вдоль S от t = 0 до t и Γk
y(x) = {y0 = y(x), . . . }

— k-график решения y(x) системы ОДУ.

Теорема

Поверхность Φt

(︁
Γ
(k)
y(x)

)︁
⊂ Jk(2; n) является k-графиком

решения эволюционного уравнения.
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Уравнение Колмогорова–Петровского–Пискунова

ut = uxx + f (u)

Теорема
Уравнение КПП допускает динамики второго порядка вида
F := y2 − A(y0)y1 − B(y0) тогда и только тогда, когда

f (u) = f3u
3 + f2u

2 + f1u + f0,

где f0, . . . , f3 ∈ R.

Рассмотрим случай f3 < 0, т.е. f3 = −2q2. Динамика:

y ′′ +

(︂
3qy − f2

2q

)︂
y ′ + q2y3 − f2

2
y2 − f1

2
y − f0

2
= 0.
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Распределение P:

𝒟 =
𝜕

𝜕x
+y1

𝜕

𝜕y0
−
(︂(︂

3qy0 −
f2
2q

)︂
y1 + q2y3

0 − f2
2
y2
0 − f1

2
y0 −

f0
2

)︂
𝜕

𝜕y1

𝜔1 = dy0 − y1dx ,

𝜔2 = dy1 +

(︂(︂
3qy0 −

f2
2q

)︂
y1 + q2y3

0 − f2
2
y2
0 − f1

2
y0 −

f0
2

)︂
dx .
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Тасующие симметрии:

S1 =𝜑
𝜕

𝜕y0
+𝒟(𝜑)

𝜕

𝜕y1

=

(︂
−3q2y3

0 +
3
2
f2y

2
0 +

(︂
−3qy1 +

3
2
f1

)︂
y0 +

1
2q

f2y1 +
3
2
f0

)︂
𝜕

𝜕y0(︂
3q3y4

0 − 2qf 2y3
0 +

1
4q2 (−6q3f1 + qf 2

2 )y
2
0 +

1
4q2 (qf1f2 − 6q3f0)y0

−3qy2
1 +

1
4q2 (6f1q

2 + f 2
2 )y1 +

1
4q

f0f2

)︂
𝜕

𝜕y1

и

S2 =y1
𝜕

𝜕y0
+𝒟(y1)

𝜕

𝜕y1

=y1
𝜕

𝜕y0
+

(︂
−q2y3

0 +
1
2
f2y

2
0 +

(︂
−3qy1 +

1
2
f1

)︂
y0 +

1
2q

f2y1 +
1
2
f0

)︂
𝜕

𝜕y1
.

[S1,S2] = 0.
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W =

⃦⃦⃦⃦
𝜔1(S1) 𝜔1(S2)
𝜔2(S1) 𝜔2(S2)

⃦⃦⃦⃦
Рассмотрим область где detW ̸= 0. Тода вместо форм 𝜔1, 𝜔2
рассмотрим формы ⃦⃦⃦⃦

𝜛1
𝜛2

⃦⃦⃦⃦
= W−1

⃦⃦⃦⃦
𝜔1
𝜔2

⃦⃦⃦⃦
.

Тогда 𝜛i (Sj) = 𝛿i ,j . Так как [S1,S2] = 0, то

d𝜛i (S1,S2) = S1(𝜛i (S2)) − S2(𝜛i (S1)) −𝜛([S1,S2]) = 0.

d𝜛i = 0 ⇒ 𝜛i = dHi
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ut = uxx − 2u3 + 1

𝜑 = y2 − 2y3
0 + 1

Динамика:
y ′′ + 3yy ′ + y3 − 1

2 = 0

y(x) =
C1e

2√
3
𝜒 − 1

2e
− 1√

3
𝜒 (︀√3C2 + 1

)︀
cos 𝜒+ 1

2e
− 1√

3
𝜒 (︀

C2 −
√
3
)︀
sin 𝜒

3
√
2
(︁
C1e

2√
3
𝜒 − C2e

− 1√
3
𝜒 sin 𝜒+ e

− 1√
3
𝜒 cos 𝜒

)︁
𝜒 =

√
3

3√16
x .
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Уравнение реакции–диффузии с конвективным членом

ut + H(u)x = uxx + f (u)

ut = uxx − (u + 1)ux +
1
8
u3

Динамика: F = y2 − 3
4y0y1 + 1

16y
3
0

y(x) = − 8(C1x + C2)

C1x2 + 2C2x + 2

S =

(︂
−1

4
y0y1 +

1
16

y3
0 − y1

)︂
𝜕

𝜕y0
+

(︂
−1

4
y2
1 − 3

4
y0y1 +

1
64

y4
0 +

1
16

y3
0

)︂
𝜕

𝜕y1
.

Сдвиг вдоль S :

y0 ↦→ 8(ty2
0 − 4y1t + 4y0)

(t2 − 2t)y2
0 + 8ty0 + 32 + (8t − 4t2)y1

,

y1 ↦→ 8((2t + t2)y4
0 + 8ty3

0 − 8ty1(2 + t)y2
0 − 32ty0y1 + 128y1 + 16t2y2

1 + 32ty2
1 )

((t2 − 2t)y2
0 + 8ty0 − 4t2y1 + 8y1t + 32)2
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u(t, x) = − 8(C1(x − t) + C2)

2 + ((x − t)2 − 2t)C1 + (2(x − t))C2
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Уравнение Бюргерса–Хаксли

ut + uux = uxx + f (u)

ut + uux = uxx +
1
9
u3 +

1
3
bu2

Динамика:
y ′′ − yy ′ + 1

9y
3 + 1

3by
2 = 0

y(x) = − 3C2 + 3b exp(bx)

C1 + C2x + exp(bx)
.

u(t, x) = − 3(b exp(b(bt + x)) + C2)

C1 + C2bt + exp(b(bt + x)) + C2x
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Обобщенное уравнение Гарри Дима

ut = f (u)uxxx

Динамики первого порядка: y1 + A(y0) = 0.

A(y0) = ±

√︃
−C1y0

∫︁
dy0

y0
+ C1

∫︁
y0dy0

f (y0)
+ C2y0 + C3

Классическое уравнение HD: f (u) = u3.

u′(x) +

√︃
1

u(x)
, x +

2
3
u(x)

√︀
u(x) + C1 = 0

u(x) = −1
2
(︀
−18(C1 + x)2)︀1/3

u(t, x) = −1
2
21/3

(︁
−(2y3/2

0 − 3(t + x − x0))2
)︁1/3
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ut = euuxxx

y ′ + e−y/2 = 0, y(x) = − ln
4

(x + 𝛼)2

u(t, x) = −2 ln
4

(2(x + 𝛼) + t)2 .
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ut = 3
√
uuxxx

A(y0) = ±
√︁
C1y

5/3
0 + C2y0 + C3.

u(t, x) =
1

24794911296
(9(x + 𝛼) + 5t)6
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Уравнение Блэка–Шоулза

ut = −1
2𝜎

2x2uxx − rxux + ru

F = y1 − A(x)y0 − B(x).⎧⎪⎨⎪⎩
1
2
A′′𝜎2x2 + (A𝜎2x + 𝜎2 + r)xA′ + A2𝜎2x + Ar = 0,

1
2
B ′′𝜎2x + (𝜎2 + r)B ′ + 𝜎2(xA′ + A)B = 0.

F = y1 −
1

2𝜎2x
(𝜎2 − 2r)y0 − C3x

−𝜎2+2r
𝜎2 − C4

y(x) = C5x
𝜎2−2r
2𝜎2 − 2𝜎2(C3x

− 2r
𝜎2 − C4x)

𝜎2 + 2r
,

F = y1 −
1

2𝜎2x

(︂
𝜎2 − 2r − C1 tan

(︂
C1 ln x − C2

2𝜎2

)︂)︂
y0.

y(x) = C3x
𝜎2−2r
2𝜎2 cos

(︂
C1 ln x − C2

2𝜎2

)︂
.
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u(t, x) = C3x
𝜎2−2r
2𝜎2 cos

(︂
C1 ln x − C2

2𝜎2

)︂
e−

C2
1+(𝜎2+2r)2

8𝜎2 t .

𝜎 = r = 1 :

u(t, x) =
e

3
2 t

√
2x

√︁
sin(

√
3 ln x) + 1
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Глубокая фильтрация: поток суспензии в пористой среде

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕u

𝜕t
= −𝜕u

𝜕x
− h(v)u,

𝜕v

𝜕t
= h(v)u.

Производящая вектор-функция (u1 = u, u2 = v):(︂
𝜙1

𝜙2

)︂
=

(︂
−y1

1 − h(y2
0 )y1

0
h(y2

0 )y1
0

)︂
.

Динамики первого порядка:{︃
y1
1 = f 1(y1

0 , y
2
0 ),

y2
1 = f 2(y1

0 , y
2
0 ).

𝒟 =
𝜕

𝜕x
+ f 1(y1

0 , y
2
0 )

𝜕

𝜕y1
0

+ f 2(y1
0 , y

2
0 )

𝜕

𝜕y2
0
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Случай линейной функции h: h(y2
0 ) = 𝛼y2

0 + 𝛽.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f 1 =(𝛿 − 𝛼(y1

0 + y2
0 ))y1

0 ,

f 2 =
1

𝛽 + 𝜉 − 𝛼y1
0

(︂
(𝛽 + 𝜉 − 𝛼y1

0 )2H

(︂
𝛼y2

0 + 𝛽

𝛼(𝛽 + 𝜉 − 𝛼y1
0 )

)︂
−y1

0 (𝛼y2
0 + 𝛽)(𝜉 − 𝛼(y1

0 + y2
0 ))
)︀ (1)

Положим 𝛼 = −1, 𝛽 = 1, 𝛿 = 𝜉 = 0.⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
y1(x) =

C2

exp(C1 exp x − x − 1) − C2
,

y2(x) =
(C1 exp x − 1) exp(C1 exp x − 1) + C2 exp x

C2 exp x − exp(C1 exp x − 1)
,

S = −y1
0 (1 + y1

0 )
𝜕

𝜕y1
0

+ y1
0 (1− y2

0 )
𝜕

𝜕y2
0

Φt : (x , y1
0 , y

2
0 ) ↦−→

(︂
x ,

y1
0

et(1 + y1
0 ) − y1

0
,−et((e−t − 1)y1

0 − y2
0 )

et(1 + y1
0 ) − y1

0

)︂
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⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
u(t, x) =

C2e
x+1

eC1x+t − C2ex+1 ,

v(t, x) = −C2e
x+1 + (C1e

x − 1)eC1ex+t

eC1x+t − C2ex+1 .

Рис. : График функции u.
Рис. : График
функции u.
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Неэволюционные уравнения

utt = f (x , u, ut , ux , utx , uxx , utxx , uxxx , . . . )

utt + 2b(x)utx + c(x)uxx + h(x)ut + g(x)ux + f (x) = 0{︃
ut = v ,

vt = −2b(x)vx − c(x)uxx − h(x)v − g(x)ux − f (y).

Производящая вектор-функция:(︂
𝜙1

𝜙2

)︂
=

(︂
y2
0

−2b(x)y2
1 − c(x)y1

2 − h(x)y2
0 − g(x)y1

1 − f (x)

)︂
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Телеграфное уравнение

utt − uxx = au + but + c

Динамика:
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

y1
2 =

2b𝛼 − (x + 𝛽)𝛼2

4b2 + 16a − 𝛼2(x + 𝛽)2
× y1

1 −
4𝛼

4b2 + 16a − 𝛼2(x + 𝛽)2
× y2

1 ,

y2
2 = −

4a𝛼
4b2 + 16a − 𝛼2(x + 𝛽)2

× y1
1 −

2b𝛼 + 𝛼2(x + 𝛽)

4b2 + 16a − 𝛼2(x + 𝛽)2
× y2

1 .

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y1(x) =

1
2
C2x

2 + C3x + C4,

y2(x) =
1

8𝛼

(︃
x(C2𝛽 − C3)(2𝛽 + x)𝛼2 + (8C1 + 2bx2C2 + 4bC3x)𝛼 − 32

(︃
a +

b2

4

)︃
C2x

)︃)︃
.
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S = y2
0

𝜕

𝜕y1
0
+

(x2 − 20)(y1
0 + y2

0 ) + (x + 2)y1
1 + x2 − 20 + 4y2

1
x2 − 20

𝜕

𝜕y2
0
+ y2

1
𝜕

𝜕y1
1
+(y1

1 + y2
1 )

𝜕

𝜕y2
1
.

u(t, x) = − 1 +
1
10

(︂
5
2
x2 + 5 + (10x + 1 − t)

√
5
)︂

e−
t
2 (

√
5−1)+

+
1
10

(︂
5
2
x2 + 5 + (−10x − 1 + t)

√
5
)︂

e
t
2 (

√
5+1)
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Уравнение Гельмгольца

uxx + uyy = ku + g(x)

g(x) = g2x
2 + g1x + g0

Динамика 1: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1
2 =

y1
1

x + 𝛼
+

2g2𝛼− g1

k(x + 𝛼)
,

y2
2 =

y2
1

x + 𝛼

(2)

⎧⎨⎩y1(x) =
1
2k
(︀
(C3x

2 + 2C3x𝛼 + 2C4)k + 2x(−2g2𝛼 + g1)
)︀
,

y2(x) = C1 + C2(x + 𝛼)2.

(3)
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Динамика 2:

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1
2 − 𝛽2(x + 𝛼)y1 + 4𝛽y2

1 + 32g2

(x + 𝛼)2𝛽2 + 16k
− (2g2𝛼− g1)(x + 𝛼)𝛽2

k((x + 𝛼)2𝛽2 + 16k)
= 0,

y2
2 +

4𝛽ky1 − 𝛽2(x + 𝛼)y2
1 − 𝛽(8g2x + 4g1)

(x + 𝛼)2𝛽2 + 16k
= 0.

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
y1(x) =

1
2
C4x

2 + C5x + C6,

y2(x) =
1

8k𝛽
(︀
x((C4𝛼− C5)k − 2𝛼g2 + g1)(x + 2𝛼)𝛽2

+8C3𝛽k + 32kx(C4k − 2g2)) ,
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utt + uxx = −u + x .

S = y2
0
𝜕

𝜕y1
0

+
x2 − xy1

0 − y1
1 + 1

x

𝜕

𝜕y1
0

+ y2
1
𝜕

𝜕y1
1

+ (1− y1
1 )

𝜕

𝜕y2
1

u(t, x) =

(︂
1
2x
(︀
2x2 sin2 t + (4x3 + xt) sin t

+2 cos t
(︂
x2 cos t − 1

2
x3 + (2t + 1)x

)︂)︂
.
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Уравнение Келдыша

xuxx + uyy = 𝛼u + 𝛽uy + ax2 + 2bx + c

𝛼, 𝛽, a, b, c — постоянные. Сиситема:

uy = v , vy = −xuxx + 𝛼u + 𝛽v + ax2 + 2bx + c ,

Динамика: p′′ = −2a
𝛼 , q

′′ = 0
Четырёхпараметрическое семейство решений уравнения
Келдыша:

u(x , y) =

1

𝛼2
√︀

𝛽2 + 4𝛼
(((C3 x + C4)𝛼

2 + (2−1 c + bx)𝛼+ ax)
√︀

𝛽2 + 4𝛼

+ ((𝛽 C3 − C1)x − C2 + 𝛽 C4)𝛼
2 + (2−1 c + bx)𝛽 𝛼+ 𝛽 ax)e

1
2 (𝛽+

√
𝛽2+4𝛼)y

+ (((C3 x + C4)𝛼
2 + (2−1 c + bx)𝛼+ ax)

√︀
𝛽2 + 4𝛼+ ((−𝛽 C3 + C1)x + C2 − 𝛽 C4)𝛼

2

− (2−1 c + bx)𝛽 𝛼− 𝛽 ax)e
1
2 (𝛽+

√
𝛽2+4𝛼)y −

√︀
𝛽2 + 4𝛼((c + ax2 + 2 bx)𝛼+ 2 ax)
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Уравнение Кана–Хилларда

описывает процесс, при котором две компоненты бинарной
жидкости самопроизвольно разделяются.

ut + (Duxx + f (u))xx = 0

Если f (u) =
∑︀3

i=0 fiu
i , это уравненение имеет тривиальную

динамику y ′′ = 0, которая, однако, приводит нас к
нетривиальному точному решению уравнения К–Х:

u(t, x) =
−f2

√︁
1 + 12C 2

1 f3t + 3f3(C1x + C2) + f2

3f3
√︁

1 + 12C 2
1 f3t
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Симметрии вполне интегрируемых распределений

𝒫 : Rm ∋ a ↦→ 𝒫(a) ⊂ TaRm.

𝒫(a) = Span (X1,a, . . . ,Xp,a) , 𝒫(a) =

m−p⋂︁
i=1

ker𝜔i ,a.

Определение
Диффеоморфизм Φ : Rm → Rm называется симметрией
распределения 𝒫 если Φ*(𝒫) = 𝒫, т.е.

Φ*(𝒫(a)) = 𝒫(Φ(a)) ∀a ∈ Rm

Инфинитезимальный аналог: ℒX (𝜔i ) ∧ 𝜔1 ∧ · · · ∧ 𝜔m−p = 0.
Sym(𝒫) – R-алгебра Ли:

X + Y ∈ Sym(𝒫) & [X ,Y ] ∈ Sym(𝒫);
𝜆X ∈ Sym(𝒫), 𝜆 ∈ R.

А.Г. Кушнер Динамики систем эволюционных уравнений



Определение
Характеристические симметрии распределения 𝒫:

Char(𝒫) := Sym(𝒫) ∩ D(𝒫)

Теорема
Характеристические симметрии касаются максимальных
интегральных многообразий распределения 𝒫 и образуют
идеал алгебры Ли Sym(𝒫).

Определение
Тасующие симметрии распределения 𝒫:

Shuf(𝒫) := Sym(𝒫)/Char(𝒫).
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Симметрии систем PDE конечного типа

𝜕q+1v

𝜕x𝜎+1i
= V𝜎+1i

(︂
x , v ,

𝜕v

𝜕x
, . . . ,

𝜕qv

𝜕xq

)︂
, |𝜎| = q; i = 1, . . . n.

Здесь x = (x1, . . . , xn), 𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎n) – мультииндекс,
𝜎i ∈ {0, 1, . . . , q}, |𝜎| = 𝜎1 + · · · + 𝜎n,

𝜕q+1v

𝜕x𝜎+1i
=

𝜕q+1v

𝜕x𝜎1
1 . . . 𝜕x𝜎i+1

i . . . 𝜕x𝜎n
n

,

𝜎 + 1i = (𝜎1, . . . , 𝜎i−1, 𝜎i + 1, 𝜎i+1, . . . , 𝜎n).

Пусть Jq – пространство q-джетов гладких функций на Rn с
координатами

x([h]qa) = a, v𝜎([h]qa) =
𝜕|𝜎|h

𝜕x𝜎1
1 . . . 𝜕x𝜎n

n
(a).
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𝜔𝜎 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
dv𝜎 −

n∑︁
i=1

v𝜎+1i dxi , if 0 ≤ |𝜎| < q,

dv𝜎 −
n∑︁

i=1

V𝜎+1i (x , v𝜎) dxi , if |𝜎| = q.

𝒫 : Jq ∋ 𝜃 ↦−→ 𝒫(𝜃) =
⋂︁

0≤|𝜎|≤q

ker𝜔𝜎|𝜃 ⊂ T𝜃J
q, dim𝒫 = n

Определение
n-мерное подмногообразие

Γq
h =

{︂
v𝜎 =

𝜕qh

𝜕x𝜎
, 0 ≤ |𝜎| ≤ q

}︂
⊂ Jq

называется q-графиком функции h ∈ C∞(Rn).

Пусть распределение 𝒫 вполне интегрируемо. Тогда каждое его
максимальное многообразие является q-графиком решения
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Модуль D(𝒫) порождён векторными полями

𝒟i =
𝜕

𝜕xi
+
∑︁

0≤|𝜎|<q

v𝜎+1i
𝜕

𝜕v𝜎
+
∑︁
|𝜎|=q

V𝜎+1i (x , v𝜎)
𝜕

𝜕v𝜎
(i = 1, . . . n)

Char(𝒫) = {h1𝒟1 + · · · + hn𝒟n| h1, . . . , hn ∈ C∞(Jq)}

Теорема

Любой элемент алгебры Shuf(𝒫) имеет единственного
представителя вида

S𝜙 =
∑︁

0≤|𝜎|≤q

𝒟𝜎(𝜙)
𝜕

𝜕v𝜎
,

где 𝒟𝜎 = 𝒟𝜎1
1 ∘ · · · ∘ 𝒟𝜎n

n и 𝜙 – функция на Jq,
удовлетворяющая дифференциальному уравнению

𝒟𝜎+1i (𝜙) −
∑︁
|𝜎|=q

𝒟𝜎(𝜙)
𝜕V𝜎+1i
𝜕v𝜎

= 0, i = 1, . . . , n; |𝜎| = q.
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Пример: n = 2, q = 1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕2v

𝜕x2
1

= V20

(︂
x1, x2, v ,

𝜕v

𝜕x1
,
𝜕v

𝜕x2

)︂
,

𝜕2v

𝜕x1𝜕x2
= V11

(︂
x1, x2, v ,

𝜕v

𝜕x1
,
𝜕v

𝜕x2

)︂
,

𝜕2v

𝜕x2
2

= V02

(︂
x1, x2, v ,

𝜕v

𝜕x1
,
𝜕v

𝜕x2

)︂
.

𝜔00 = dv00 − v10dx1 − v01dx2,

𝜔10 = dv10 − V20dx1 − V11dx2,

𝜔01 = dv01 − V11dx1 − V02dx2,

𝒟1 =
𝜕

𝜕x1
+ v10

𝜕

𝜕v00
+ V20

𝜕

𝜕v10
+ V11

𝜕

𝜕v01
,

𝒟2 =
𝜕

𝜕x2
+ v01

𝜕

𝜕v00
+ V11

𝜕

𝜕v10
+ V02

𝜕

𝜕v01
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Условия теоремы Фробениуса:
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

− V11
𝜕V11

𝜕v01
+ V02

𝜕V20

𝜕v01
− V20

𝜕V11

𝜕v10
+ V11

𝜕V20

𝜕v10
− v10

𝜕V11

𝜕v00
+ v01

𝜕V20

𝜕v00
−

𝜕V11

𝜕x1
+

𝜕V20

𝜕x2
= 0,

− V11
𝜕V02

𝜕v01
+ V02

𝜕V11

𝜕v01
− V20

𝜕V02

𝜕v10
+ V11

𝜕V11

𝜕v10
− v10

𝜕V02

𝜕v00
+ v01

𝜕V11

𝜕v00
−

𝜕V02

𝜕x1
+

𝜕V11

𝜕x2
= 0.

S𝜙 = 𝜙
𝜕

𝜕v00
+ 𝒟1(𝜙)

𝜕

𝜕v10
+ 𝒟2(𝜙)

𝜕

𝜕v01
.⎧⎪⎨⎪⎩

𝒟2
1(𝜙) − S𝜙(V20) = 0,

𝒟1𝒟2(𝜙) − S𝜙(V11) = 0,

𝒟2
2(𝜙) − S𝜙(V02) = 0.
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Конечномерные динамики эволюционных уравнений

Определение
Система конечного типа

𝜕q+1v

𝜕x𝜎+1i
= V𝜎+1i

(︂
x , v ,

𝜕v

𝜕x
, . . . ,

𝜕qv

𝜕xq

)︂
, |𝜎| = q; i = 1, . . . n

называется конечномерной динамикой эволюционного
уравнения

𝜕u

𝜕t
= f

(︃
x ,
𝜕|𝜎|u

𝜕x𝜎

)︃
, 0 ≤ |𝜎| ≤ k

если функция

𝜙 = f (x , v𝜇,V𝜎+1i ), где |𝜇| ≤ q, |𝜎| = q, i = 1, . . . n

является производящей функцией её тасующей симметрии.
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Для любого решения v = h(x) системы конечного (с.к.т.) типа
его q-график является максимальным интегральным
многообразием распределения 𝒫. Если Φt – симметрия с.к.т.,
то Φt

(︀
Γq
h

)︀
также является q-графиком другого решения для

любого t ∈ I .
Многообразие

L :=
⋃︁
t∈I

Φt

(︀
Γq
h

)︀
⊂ Jq(Rn+1)

является q-графиком некоторого решения u = U(t, x)
эволюционного уравнения.
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Пример

𝜕u

𝜕t
=
𝜕2u

𝜕x2 +
𝜕2u

𝜕y2 +
𝜕u

𝜕x
+ u

𝜕u

𝜕y

Тогда n = 2, 𝜓 = v20 + v02 + v10 + v00v01 и
𝜙 = V20 + V02 + v10 + v00v01. Динамика с q = 1:

vx1x1 = avx1 + bvx2 , vx1x2 = vx2x2 = 0

v(x1, x2) = C1e
ax1 + C2(ax2 − bx1) + C3

𝜙 = v00v01 + bv01 + (a + 1)v10

S𝜙 = ((b + v00)v01 + (a+ 1)v10)
𝜕

𝜕v00
+(a(a+ 1)v10 + v01(v10 + ba+ b))

𝜕

𝜕v10
+v2

01
𝜕

𝜕v01
.
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Φt :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x1 = x1,

x2 = x2,

v00 =
a(bv01t + v10) + bv01 − a2v00 − (av10 + bv01)ea(a+1)t

a2(tv01 − 1)
,

v10 =
(av10 + bv01 − bv01e

−a(a+1)t)ea(a+1)t

a(1− tv01)
,

v01 =
v01

1− tv01
.

Решение эволюционной системы:

u(t, x , y) =
C2(ay − b(t + x)) + C1e

a(a+1)t+ax + C3

1− C2at
.
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Уравнение линейной неизотропной фильтрации

𝜕u

𝜕t
=

2∑︁
i=1

𝜕

𝜕xi

(︂
ki (x)

𝜕u

𝜕xi

)︂

u =− [(bk211 + a(k120 − 1 − k202)(k120 + k202 + 1)
(k120 + k202 + 1)((k120 x1 + k110 + x1 k202 − x1)k211

− (k120 + 1 − k202)(x2 k120 + k201 − x2 + k202 x2))

× e(k120+k202−1)t − (k120 + k202 − 1)
(bk211 + a(k120 + 1 − k202))((k120 x1 + k110

+ x1 k202 + x1)k211 − (k120 − 1 − k202)(x2 k120 + k201

+ x2 + k202 x2))e(k120+k202+1)t − 2 bk2
211k110

+ (4 ak110 k202 + 4 bk120 k201)k211

+ 2 ak201 (k120 + 1 − k202)(k120 − 1 − k202)]

× (2k211(k120 + k202 + 1)(k120 + k202 − 1))−1 ,
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