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I. Îáùèå ïðèíöèïû
1.Öåëü çðåíèÿ
Ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î (Åâêëèäîâîé ) ãåîìåòðèè âíåøíåãî
ìèðà , àíàëèçèðóÿ èíôîðìàöèþ î ñâåòå, ïàäàþùåãî íà
ñåò÷àòêó R è ïðåîáðàçîâàòü åå â êîíå÷íûé íàáîð
"èíâàðèàíòîâ"(îáðàçîâ (gestalt), ñëîâ, ýìîöèé è ò.ï.) Â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè, èãíîðèðóÿ äëèíó âîëíû (öâåò)è ïîëÿðèçàöèþ â
ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî èñõîäíàÿ
èíôîðìàöèÿ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé îñâåùåííîñòè
I : R → R ⊂ S2 ñåò÷àòêè (INPUT function), ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè
ñâåòà, ïàäàþùåé íà ñåò÷àòêó, è äåòåêòèðóåìîé ðåöåïòîðàìè
(ïàëî÷êàìè è êîëáî÷êàìè). Èçâëåêàåìàÿ èíôîðìàöèÿ äîëæíà
áûòü îáúåêòèâíà, ò.å. íå çàâèñèòü îò íàáëþäàòåëÿ, åãî
íàñòðîåíèÿ, ïîëîæåíèÿ ãëàç è ãîëîâû, äâèæåíèÿ, îñâåùåííîñòè
è ò.ï.
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2. Ôóíêöèÿ I îïðåäåëÿåòñÿ ëèíèÿìè óðîâíÿ I = c è çíà÷åíèåì
c . Çíà÷åíèå c íåñóùåñòâåííî, ò.ê. ïðè èçìåíåíèè óñëîâèé
îñâåùåííîñòè (âêëþ÷åíèè ñâåòà) ìåíÿåòñÿ âî ìíîãî ðàç.
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå INPUT ôóíêöèè áîëåå ðàçóìíî áûëî áû
ðàññìàòðèâàòü 1-ôîðìó dI èëè ïîëå íàïðàâëåíèé ker(dI ) (Â.
Ëû÷àãèí).
3. Îñíîâíîé çàäà÷åé ðàííåãî çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåêòèðîâàíèå
êîíòóðîâ ò.å. ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè I ñ áîëüøèì ãðàäèåíòîì.
(Hubel-Wiesel).
4. Èíôîðìàöèÿ îá INPUT ôóíêöèè ïåðåäàåòñÿ è
îáðàáàòûâàåòñÿ â çðèòåëüíîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ èìååò
èåðàðõè÷åñêóþ ìîäóëüíóþ ñòðóêòóðó ñ ñèëüíîé îáðàòíîé
ñâÿçüþ (íà÷èíàÿ ñ ñåò÷àòêè):
ãëàç-ñåò÷àòêà-ÍÊÒ- ïåðâè÷íàÿ çðèòåëüíàÿ êîðà VI
-V2-V3-V4-V5.
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5. Â ñåò÷àòêå ïðîèñõîäèò ðåãóëÿðèçàöèÿ è êîíòóðèçàöèÿ
ôóíêöèè I .
5. Ðåòèíîòîïíîå îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî îòîáðàæàåò INPUT
ôóíêöèþ â ÍÊÒ è çàòåì â ïåðâè÷íóþ çðèòåëüíóþ êîðó VI, ãäå
íà÷èíàåòñÿ åå äåøèôðîâêà.
6. Îñíîâà äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà
-ëîêàëüíîñòü âîñïðèÿòèÿ è ïåðåðàáîòêè çðèòåëüíîé
èíôîðìàöèè â ðàííåì çðåíèè.
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Visual Systems
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Retinotopic Map to VI

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû



Visual Cortex VI-V5
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2. ÃËÀÇ. Ãëàç êàê îïòè÷åñêèé ïðèáîð
Ãëàç åñòü ïðîçðà÷íûé øàð ñ ëèíçîé (õðóñòàëèêîì) öåíòð C
êîòîðîãî íàõîäèòñÿ áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè S2 øàðà. Â ðàìêàõ
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ñâåò, èñõîäÿùèé èç òî÷êè A
ïîâåðõíîñòè, ðàñïîñòðàíÿåòñÿ ïî ëó÷àì. Êîíóñ ëó÷åé,
ïîïàäàþùèé íà ëèíçó ôîêóñèðóåòñÿ è ïîïàäàåò â îäíó òî÷êó
ñåò÷àòêè Ā ∈ R ⊂ S2. Âîçíèêàåò îòîáðàæåíèå (öåíòðàëüíîå
ïðîåêòèðîâàíèå ) ïîâåðõíîñòè M → R ⊂ S2 íà ñåò÷àòêó

ϕ : M 3 A→ Ā = (AC ) ∩ R.

Â ñëó÷àå ïëîñêîñòè M = Π ïðÿìûå ` ⊂ Π îòîáðàæàþòñÿ â
îêðóæíîñòè è ñêîëüæåíèå âçãëÿäà ïî ïðÿìîé íå ìåíÿåò îáðàçà.
(Ôèçèîëîãè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïðÿìîé ïî Helmholz). Åñëè
ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ê íàïðàâëåíèþ âçãëÿäà, òî ïîâîðîò
ãëàç íà íåáîëüøîé óãîë ïðèâîäèò ê êîíôîðìíîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ îáðàçà íà ñåò÷àòêå.
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Eye
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Äâèæåíèå ãëàç. Ãëàç êàê âðàùàþùååñÿ òâåðäîå òåëî
Ãëàç ìîæåò âðàùÿòüñÿ âîêðóã òðåõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
îñåé.
Çàêîí Donder'à (1846) ãîâîðèò, ÷òî ïîëîæåíèå ãëàçà (ïðè
íåïîäâèæíîé ãîëîâå) îïðåäåëÿåòñÿ íàïðàâëåíèåì âçãëÿäà
(òâèñò îòñóòñòâóåò). Äâèæåíèå ãëàçà îïðåäåëÿåòñÿ êðèâîé íà
ãëàçíîé ñôåðå, êîòîðàÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êðèâóþ â
ãðóïïå SO3 ,áëàãîäàðÿ ñå÷åíèþ ϕ : S2 = SO3/SO2 → SO3.
Çàêîí Listing'a îïèñûâàåò ýòî ñå÷åíèå.
Ãëàç íåïðåðûâíî ó÷àñòâóåò â íåïðîèçâîëüíûõ äâèæåíèÿõ.
Ôèêñàöèîííûå äâèæåíèÿ ãëàç : òðåìîð, äðåéô è ìèêðîñàêêàäû.
Èõ õàðàêòåðèñòèêè:

Amplitude Duration Frequency Speed

Tremor 20-40 sec - 30-100 Hz Max 20 min/s

Drift 1-9 min 0.2-0.8 s 95-97% of time 1-30 min/s

Micsac 1-50 min 0.01-0.02 s 0.1-5 Hz 10− 50◦/s

Çà 1 ñåê òðåìîð ñäâèãàåò ðåòèíó íà 1-1,5 äèàìåòðà êîëáî÷êè,
äðåéô- íà 10-15 äèàìåòðîâ è ìèêðîñàêêàäû- íà 15-300
äèàìåòðîâ.
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Saccades1
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Saccades
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Ìîäåëü R.Engbert, K. Mergenthaler, P. Sinn, A. Pikovsky
äâèæåíèÿ ãëàç êàê ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ñ èçáåãàíèåì
ñàìîïåðåñå÷åíèé íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ êâàäðàòè÷íûì
ïîòåíöèàëîì
"Random walk in a swamp on a paraboloid".
Öåëü - ðàâíîìåðíàÿ íàãðóçêà êëåòîê öåíòðàëüíîãî ïÿòíà
(fovea).
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Random walk-1
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Random walk-2
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Çà÷åì íóæíû ôèêñàöèîííûå äâèæåíèÿ ãëàç ?
1.(Ãåîìåòðèÿ) Ñâåòîâàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â 4-õ ìåðíîì
êåëåðîâîì ñèììåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñâåòîâûõ ëó÷åé
L(E 3). Ïðè ôèêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè ãëàçà, îí ïîëó÷àåò
èíôîðìàöèþ òîëüêî îò 2-ãî Ëàãðàíæåâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ëó÷åé L(E 3)F ïðîõîäÿùèõ ÷åðåý öåíòð õðóñòàëèêà. Ïðè
äâèæåíèè ãëàçà îí ïîëó÷àåò èíôîðìàöèþ îò îêðåñòíîñòè ýòîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ.
2. ×òîáû âèäåòü íåïîäâèæíûå îáúåêòû (ßðáóñ).
3. ×òîáû ëó÷øå èäåíòèôèöèðîâàòü êîíòóðû â ïåðâè÷íîé
çðèòåëüíîé êîðå.
4. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ äâèæóùèõñÿ
îáúåêòîâ (Roords et al., 2013).
Ïðè âðàùåíèè ãëàçà íà íåáîëüøîé óãîë, èçîáðàæåíèå íà
ñåò÷àòêå ïðåîáðàçóåòñÿ êîíôîðìíûì îáðàçîì.
Ïðîáëåìà "ñòàáèëèçàöèè"(èíâàðèàíòíîñòè âîñïðèÿòèÿ
îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îáðàçà íà ñåò÷àòêå)
(Wurtz, 2008).
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Íåéðîíû

Ëîêàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè I ñîäåðæèòñÿ â çðèòåëüíûõ
íåéðîíàõ.
Íåðâíàÿ ñèñòåìà ñîñòîèò èç íåéðîíîâ. Íåéðîí èìååò íåñêîëüêî
âõîäîâ (äåíäðèòîâ) è îäèí âûõîä (àêñîí). Âîçáóæäåíèå àêñîíà
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âîçáóæäåíèÿ äåíäðèòîâ è âíóòðåííåãî
ñîñòîÿíèÿ íåéðîíà. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì ñîñòîÿíèè íåéðîíà âåëè÷èíà âîçáóæäåíèÿ
àêñîíà åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ y = w1x1 + · · ·+ wkxk
âîçáóæäåíèÿ äåíäðèòîâ, à âåñà wi îïðåäåëÿþòñÿ ñîñòîÿíèåì
íåéðîíà.
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Çðèòåëüíûå íåéðîíû
Âîçáóæäåíèå çðèòåëüíîãî íåéðîíà îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ
ýíåðãèè ñâåòà I : R → R ïàäàþùåãî íà ðåòèíó R
(îñâåùåííîñòüþ), òî÷íåå åå îãðàíè÷åíèåì ID íà ìàëüíüêóþ
îáëàñòü D ⊂ R íà ñåò÷àòêå, íàçûâàåìóþ ðåöåïòèâíûì ïîëåì
(RF) íåéðîíà. Íåéðîíû áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé èìåþò áîëüøåå
RF. "Ëèíåéíûå"íåéðîíû ðàáîòàþò êàê ëèíåéíûå ôèëüòðû
(îáîáùåííûå ôóíêöèè c íîñèòåëåì D ) âèäà

Ŵ (I ) =

∫
D
W (z)I (z)dz .

ò.å. èçìåðÿþò "ñðåäíåå"çíà÷åíèå ôóíêöèè I c íåêîòîðûì âåñîì
W ("ðåöåïòèâíûé ïðîôèëü íåéðîíà" RP).
Åñëè ó÷èòûâàòü ïîòåíöèàë âîçáóæäåíèÿ â ðàçíûõ òî÷êàõ òåëà
çðèòåëüíîãî íåéðîíà, òî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâåðòêó

I 7→ (W ∗ I )(z) :=

∫
W (z ′)I (z − z ′)dz ′.
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Åñëè

W = G (z) := G z0
σ = (

1

2πσ2
)e−

|z−z0|
2

2σ2

- ôóíêöèÿ Ãàóññà, òî Ĝ (I ) ïðè ìàëîì σ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå (σ-àïïðîêñèìàöèþ ) ôóíêöèè I â
òî÷êå z0.
Ïðîèçâîäíûå ïî íàïðàâëåíèþ ( â ÷àñòíîñòè,÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå) ôóíêöèè Ãàóññà îïðåäåëÿþò îáîáùåííûå
ôóíêöèè, êîòîðûå ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê σ-àïïðîêñèìàöèþ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè I ò.å.
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê R â òî÷êå z0. Åäèíñòâåííûì
èçîòðîïíûì (SO2-èíâàðèàíòíûì) ôóíêöèîíàëîì, ëèíåéíî
çàâèñÿùèì îò âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèîíàë ∆̂G àññîöèèðîâàíðíûé ñ Ëàïëàñèàíîì îò ôóíêöèè
Ãàóññà. Îí íàçûâàåòñÿ ôèëüòðîì Ìàððà èëè ìåêñèêàíñêîé
øëÿïîé è ïðèáëèæåííî ðàâåí ðàçíîñòè äâóõ ôóíêöèè Ãàóññà.
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RF of On and O� Cells (Ku�er)
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Mexican hat
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Ôèëüòð Ìàððà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê σ-àïïðêñèìàöèþ
îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Êàê ïîêàçàë Äàâèä Ìàðð, îí ïîçâîëÿåò
äåòåêòèðîâàòü êîíòóðû ( ðàçðûâû è ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè I ñ
áîëüøèì ãðàäèåíòîì). Îíè ñîîòâåòñòâóþò íóëÿì (zero crossing)
ôóíêöèè, ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìîé ôèëüòðîâ Ìàððà.
Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óíèâåðñàëüíîñòè ôèëüòðà Ìàððà è
åãî ðîëü äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû îáðàçîâ, à òàêæå ðîëè
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè áûëî äàíî Jan Koenderink
( Structure of Images, 1984).
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Application of Marr �lter
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Àíèçîòðîïíûì âàðèàíòîì ôèëüòðà Ãàóññà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûé è
÷åòíûé ôèëüòðû Ãàáîðà ("ôèëüòð Ãàóññà ìîäóëèðóåìûé
ñèíóñîì è êîñèíóñîì"). Ñòàíäàðòíûé "ìàòåðèíñêèé"ôèëüòð
Ãàáîðà çàäàåòñÿ RP

Gab(z) = Gabev + iGabodd = G 0
1 (z)e iy , z = x + iy .

Îáùèé ôèëüòð Ãàáîðà ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì
ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîìîòåòèè z → z ′ = az + z0 è çàâèñèò îò
÷åðûðåõ ïàðàìåòðîâ - öåíòðà z0, íàïðàâëåíèÿ θ = arg a è
ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ σ, ãäå a = σe iθ.
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Graph of even and odd Gabor �lters
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Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, íå÷åòíûé ôèëüòð Ãàáîðà äåéñòâóåò êàê
ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ (ò.å. êàñàòåëüíûé âåêòîð), à
÷åòíûé - êàê âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Áîëåå îáùå, ôèëüòðû,
çàäàâàåìûå âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè ïî íàïðàâëåíèþ îò
ôóíêöèè Ãàóññà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê σ- àïïðîêñèìàöèè
âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ïî íàïðàâëåíèþ, êîòîðûå îïèñûâàþò
äæåò jkz0 I ôóíêèè I , ò. å. åå àïïðîêñèìàöèþ â òî÷êå z0 äî k-ãî
ïîðÿäêà. Òàê êàê àïïðîêñèìàöèÿ çàâèñèò îò "äèñïåðñèè"σ, ìû
ïðèõîäèì ê "ìóëüòèìàñøòàáíîé ãåîìåòðèè"("multiscale
geometry"ðàçâèòîé Koenderink è åãî øêîëîé) è
"ìíîãîêàíàëüíîé ãåîìåòðèè"Campbell-Robson.
Ôèçèîëîãè÷åñêîé ïðåäïîñûëêîé ê ðàçâèòèþ íåéðîãåîìåòðèè,
ÿâèëèñü ðàáîòû S.W. Ku�er, êîòîðûé ïåðâûé çàðåãèñòðèðîâàë
ðåàêöèþ ãàíãëèîçíûõ êëåòîê ðåòèíû íà ñâåò è íàøåë, ÷òî èõ RF
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äèñê. Äâà òèïà êëåòîê : ON è OFF êëåòêè.
Ä. Ìàðð ïîêàçàë, ÷òî îíè ðàáîòàþò êàê ôèëüòðû Ìàððà.
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Ñåò÷àòêà
Öåëü ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèè îñâåùåííîñòè I â ñåò÷àòêå : åå
ðåãóëÿðèçàöèÿ è êîíòóðèçàöèÿ, ïîäãîòîâêà ê åå äåøèôðîâêå â
êîðå.
Àðõèòåêòóðà ñåò÷àòêè:
Ñåò÷àòêà ðàçäåëÿåòñÿ íà 5 ñëîåâ è ñîñòîèò èç 55 òèïîâ êëåòîê
ó êðîëèêà è ïðèìåðíî 80 ó ÷åëîâåêà. Íèæíèé ñëîé ñîñòîèò èç
ðåöåïòîðîâ. Ýòî ôîòîåëåìåíòû, ïðåâðàùàþùèå ñâåò â ýë.
èìïóëüñû, êîòîðûå ïîñûëàþòñÿ â ãàíãëèîçíûå êëåòêè ïî äâóì
ïóòÿì -ïðÿìûì (ðåöåïòîð-áèïîëÿðà-ãàíãëèîçíàÿ êëåòêè) è
íåïðÿìûì (ðåöåïòîð-ãîðèçîíòàëüíàÿ êëåòêà- àìàêðèíîâàÿ
êëåòêà- áèïîëÿðà-ãàíãëèîçíûå êëåòêè). Â öåíòðàëüíîé ÿìêå 1
ðåöåïòîð ñâÿçàí ñ 1-2 ãàíãëèîçíîé êëåòêîé, íà ïåðèôåðèè
1− 102 − 103 ïàëî÷åê.âñåãî 125− 150 · 106 ãàíãëèîçíûõ êëåòîê
è 106 ðåöåïòîðîâ. Êëåòêè, êîòîðûå èçó÷àë Êàôëåð, îòíîñàòñÿ ê
P-ñèñòåìå. Îíè ðàáîòàþò êàê ëèíåéíûå ôèëüòðû Marr'a (ïðè
ìàëîé êîíòðàñòíîñòè). Êëåòêè M- ñèñòåìû íåëèíåéíû. (E.
Kaplan è E. Benardete, 2001).
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Retina
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Ðåòèíîòîïíîå (òîïîãðàôè÷åñêîå )
îòîáðàæåíèå ñåò÷àòêè â ÍÊË è
çðèòåëüíóþ êîðó
(Schwarz) Ëîêàëüíî îòîáðàæåíèå êîíôîðìíî è çàäàåòñÿ
ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé âèäà

z 7→ F (z) = log
z + a

z + b
.

Ëîêàëüíûé êîíôîðìíûé ìíîæèòåëü |F (z)| íàçûâàåòñÿ
ìàñøòàáíûì ìíîæèòåëåì (magni�cation).

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû



Retinotopic map to B) LGN and C) VI

fovea 5◦ = 40% of VI
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Retinotopic map
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Ïåðâè÷íàÿ çðèòåëüíàÿ êîðà VI. Ïîëå ïèíâèëîâ,
ïðîñòûå è ñëîæíûå êëåòêè, ãèïåðêîëîíêè
Ïåðâè÷íàÿ çðèòåëüíàÿ êîðà ýòî ïîâåðõíîñòü òîëùèíû
≈ 1, 5− 2mm ñîñòîÿùàÿ èç 6 ñëîåâ. Êàæäûé ñëîé îáðàçîâàí
êîëîíêàìè êëåòîê, èìåþùèõ ïðèáëèçèòåëüíî îäíî è òî æå
ðåöåïòèâíîå ïîëå.
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Retinotopic map to VI
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D.Hubel è T. Wiesel:
1. Êëåòêè äåëÿòñÿ íà ïðîñòûå è ñëîæíûå. Ïðîñòûå êëåòêè
ðàáîòàþò êàê ôèëüòðû Ãàáîðà Gab(z0, σ, θ) è ðåãèñòðèðóþò
êîíòóðû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó z0 â íàïðàâëåíèè θ ( c
òî÷íîñòüþ äî 10-20 ãðàäóñîâ). (2-äæåò êîíòóðà).
2.Âñå ïðîñòûå êëåòêè íåñèíãóëÿðíîé êîëîíêè èìåþò
îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ θ íî ðàçíûé ìàñøòàáíûé ìíîæèòåëü
σ (âåëè÷èíó îòêëèêà). Ñèíãóëÿðíàÿ êîëîíêà (pinwheel) ñîñòîèò
èç ïðîñòûõ êëåòîê ñî âñåâîçìîæíûìè îðèåíòàöèÿìè. Â VI
èìååòñÿ ïîëå Γ íàïðàâëåíèé ñ áîëüøèì ÷èñëîì îñîáûõ òî÷åê
(ïèíâèëîâ).
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Pinwheels
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Pinwheels and hexagonal lattice
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Pinwheels and horizontal connections

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû



Ïðîáëåìà ôîðìèðîâàíèÿ è ýâîëþöèè ïîëÿ ïèíâèëîâ
Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè ïîëÿ
íàïðàâëåíèé ñ íàáëþäàåìûì óíèâåðñàëüíûèì ðàñïðåäåëåíèåì
îñîáåííîñòåé ïðåäëîæåíû F.Wolf c ñîàâòîðàìè.
Äâà îñíîâíûõ ëîêàëüíûõ ïàðàìåòðà êîðû : îðèåíòàöèÿ θ è
âåëè÷èíà îòêëèêà ρ êàê ôóíêöèè ïîëîæåíèÿ x = (x1, x2)
íåéðîíà â êîðå VI îáúåäèíÿþòñÿ â êîìïëåêñíóþ ôóíêöèþ
z = z(x) = ρe2iθ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Swift-Hohenberg'a

∂tz = (r − (k2c −∆)2)z + N3(z , z , z)

ãäå r -ïàðàìåòð áèôóðêàöèè, N3 -êóáè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü.
Îïåðàòîð Swift-Hohenberg'a - ïðîñòåéøèé E (2) èíâàðèàíòíûé
îïåðàòîð, êîòîðûé ïðèâîäèò ê áèôóðêàöèè Turing'îâà òèïà
ïðîñòðàíñòâåííûõ îáðàçîâ. Êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà íå ìåíÿåòñÿ,
åñëè çàìåíèòü åãî ñâåðòêîé ñ ìåêñèêàíñêîé øëÿïîé.
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Ìîäåëü Petitot
W. Ho�man (1989) "Visual cortex is a contact bundle"
Îòîæäåñòâëÿÿ ïðîñòûå êëåòêè êîëîíêè, êîòîðûå äåòåêòèðóþò
îäèíàêîâóþ îðèåíòàöèþ (íàïðàâëåíèå) θ. Ïåòèòî çàìåòèë, ÷òî
ïðîñòðàíñòâî ïðîñòûõ êëåòîê ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ïîâåðõíîñòüþ, ïîëó÷åííîé èç ïîâåðõíîñòè êîðû ðàçäóòèåì
(blow up) â îñîáûõ êîëîíêàõ (ïèíâèëàõ). Â àïïðêñèìàöèè, ÷òî
âñå êîëîíêè îñîáûå, ïîëó÷àåòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè êîðû
òðåõìåðíîå êîíòàêòíîå ïðîñòðàíñòâî M = PT ∗R ñ
êîîðäèíàòàìè (z = (x , y), θ) è êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé
H = ker(cos θdy − sin θdx) êîòîðîå îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîñòðàíñòâîì 1-äæåòîâ
J1(R,R) = {(x , y), p = tg θ}, H = ker(dy − pdx).
Ñîãëàñíî Ïåòèòî, êîðà VI îñóùåñòâëÿåò Ëåæàíäðîâ ëèôò
êîíòóðà γ ⊂ R äî ãîðèçîíòàëüíîé êðèâîé â PT ∗R .
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Ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ êîíòóðîâ

Îïòè÷åñêèå èëëþçèè (ñì. íàïðèìåð, èëëþçèè Kaniza)
ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîçã ÷àñòî ïðîäîëæàåò êîíòóðû çà ïðåäåëû,
êîòîðûå íå âèäíû ãëàçàìè.
Èìååòñÿ äâå ïðîñòåéøèå ìîäåëè òàêîãî ïðîäîëæíåíèÿ: êàê
ãåîäåçè÷åñêèå ñóáðèìàíîâîé ìåòðèêè íà ãîðèçîíòàëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè è êàê ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà ýëàñòèêè,
ïðåäëîæåííîãî Ä. Ìàìôîðäîì.
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Ìîäåëü Petitot-Citti-Sarti
Âîçáóæäåíèå ïðîñòîé êëåòêè çàâèñèò íå òîëüêî îò
ïðåäïî÷òèòåëüíîé îðèåíòàöèè θ, íî è îò ìàñøòàáíîãî
ìíîæèòåëÿ σ (âåëè÷èíû îòêëèêà). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî â
êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòüâà ïðîñòûõ êëåòîê ðàññìîòðåòü
ðàññëîåíèå R+ × PT ∗R = T ∗R (ñèìïëåêòèçàöèþ PT ∗R) ñ
åñòåñòâåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé. Ýòî ïðîñòðàíñòâî
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìíîãîîáðàçèåì êîíôîðìíûõ ðåïåðîâ íà
ñåò÷àòêå R îòíîñèòåëüíî êîíôîðìíîé ñòðóêòóðû R ⊂ S2 è ñ
ãðóïïîé êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè
Conf (E 2) = R+ · SO2 · R2.
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Ïðîáëåìà ëîêàëüíûõ âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ êîðû VI Êëåòêè
êîðû VI èçáèðàòåëüíî ðåàãèðóþò íå òîëüêî íà ïîëîæåíèå z0
ñâåòîâîãî ïÿòíà, íà íàïðàâëåíèå (îðèåíòàöèþ) êîíòóðà θ, íî è
íà ìíîãèå äðóãèå ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ê òàêèì
ïàðàìåòðàì îòíîñÿòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòîòà p, âðåìåííàÿ
÷àñòîòà ν, îêóëÿðíàÿ äîìèíàíòíîñòü(ocular dominance),
òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñâî ïàðàìåòðîâ öâåòà,ðàçëè÷íûå
õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçàííûå ñ äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè
(âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå ñêîðîñòè), õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå
ñî ñòåðåîñêîïè÷åñêèì âîñïðèÿòèåì, êðèâèçíà êîíòóðà, êîíåö
êîíòóðà è ò.ä. Ïîýòîìó àäåêâàòíàÿ ìîäåëü êîðû äîëæíà
îïèñûâàòüñÿ ðàññëîåíèåì ñî ñëîåì áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
(ðàâíîé ÷èñëó âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ) íàä ïîâåðõíîñòüþ
ñåò÷àòêè (ò.å. ñôåðû).
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Èäåÿ îïèñàíèÿ êîðû êàê ðàññëîåííîãî ïðîñòðàíñòâà áûëà
âûñêàçàíà óæå â ðàáîòàõ Õþáåëÿ è Âèçåëÿ, êîòîðûå óêàçàëè íà
íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ "engrafted
variables"("Ïðèâèòûõ èëè èìïëàíèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ"):
"What the cortex does is to map not just two but many variables
on its two-dimensional surface. It does so by specifying as the basic
parameters the two valiables that specify the visual �eld
coordinates (distance out and up or down from the fovea) and on
this map it engrafts other variables such as orientation and eye
preference, by �ner subdivisions".
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Èäåÿ ãèïåðêîëîíîê (Hubel-Wiesel)
Ðàññìàòðèâàÿ êëåòêè êîðû VI êàê äåòåêòîðû îðèåíòàöèè è
ãëàçîäîìèíèíòíîñòè, Õþáåëü è Âèçåëü ïðåäïîëîæèëè, ÷òî
êîëîíêè îðèåíòàöèè ãðóïïèðóþòñÿ â ãèïåðêîëîíêè (1− 2mm2),
êîòîðûå ñîäåðæàò ëîêàëüíóþ èíôîðìàöèþ î êîíòóðå. Îíè
îïðåäåëÿþòñÿ êàê íàáîð íåñèíãóëÿðíûõ êîëîíîê, êîòîðûå
ñîäåðæàò ïðîñòûå êëåòêè ñ ëþáûì íàïðàâëåíèåì.
Ãèïîòåçà. Áëàãîäàðÿ ôèêñàöèîííûì äâèæåíèÿì ãëàçà
ëîêàëüíûé êîíòóð äâèãàåòñÿ ïî ñîâìåñòíîìó RF ãèïåðêîëîíêè
è äåòåêòèðóåòñÿ íåêîòîðîé êîëîíêîé.
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Ñôåðè÷åñêàÿ ìîäåëü ãèïåðêîëîíêè Paul Bresslo� è
Jack Cowan, 2002, Visual cortex as a crystal
Êîðà VI îáëàäàåò êâàçè-êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ãäå
ïèíâèëû ÿâëÿþòñÿ óçëàìè ðåøåòêè, à ãèïåðêîëîíêè ÿâëÿþòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûìè îáëàñòÿìè. Êëåòêè êîðû äåòåêòèðóþò
îðèåíòàöèþ θ è ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó p. Öåíòðû ïèíâèëîâ
õàðàêòåðèçóþòñÿ ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé
ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòîé. Ðàññìàòðèâàÿ êàê âíóòðåííèå
ïàðàìåòðû îðèåíòàöèþ θ è ïðîñòðàíñòâåííóþ ÷àñòîòó p,
Bresslo� è Cowan ïðåäëîæèëè ìîäåëü ãèïåðêîëîíêè êàê
2-ñôåðû S2 ñî ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè θ (øèðîòà) è

ϕ = π p/pL
pH/pL

(äîëãîòà) àññîöèèðîâàííóþ ñ äâóìÿ ïèíâèëàìè: N
ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì pH è S ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì
pL ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû.
Íà ïîëþñàõ N, S ,ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì ïèíâèëàì, îðèåíòàöèÿ
íå îïðåäåëåíà, ò.ê. èìåþòñÿ êëåòêè ëþáîé îðèåíòàöèè.
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Ðàñïîñòðàíåíèå âîçáóæäåíèÿ â ãèïåðêîëîíêå Ðàñïîñòðàíåíèå
âîçáóæäåíèÿ â ãèïåðêîëîíêå S2 îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Wilsona-Cowan'a

∂tu(θ, ϕ, t) = −u(θ, ϕ, t)+

∫ π

0

∫ π

0
W (θ, ϕ|θ′, ϕ′)σ(u(θ′, ϕ′, t))dν+h(θ, ϕ)

ãäå W ïëîòíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ
ãèïåðêîëîíêàìè, σ - ñèãìîèäàëüíàÿ ôóíêöèÿ , h ñòèìóë îò
ÍÊÒ.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåñîâàÿ ôóíêöèÿ W ∈ C∞(S2 × S2)
SO3-èíâàðèàíòíà, ò.å. ðàçëàãàåòñÿ ïî ñôåðè÷åñêèì
ãàðìîíèêàì, íàïðèìåð, åñòü ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ.

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû



Ïðîáëåìà êîíôîðìíîé èíâàðèàíòíîñòè Ìîçã êîìïåíñèðóåò
êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàçà íà cåò÷àòêå, âûçâàííûå
ôèêñàöèîííûìè äâèæåíèÿìè ãëàçà è âîñïðèíèìàåò
íåïîäâèæíûå îáðàçû êàê íåïîäâèæíûå. Äðóãèìè ñëîâàìè, îí
ðåøàåò çàäà÷ó îïèñàíèÿ êðèâîé íà êîíôîðìíîé ñôåðå ñ
òî÷íîñòüþ äî êîíôîðìíûõ ïðåîáðàçîâàíèöé.
Èìååòñÿ äâà ïîäõîäà ê ýòîé çàäà÷å:
1. Âû÷èñëåíèå èíôèíèòåçèìàëüíûõ êîíôîðìíûõ èíâàðèàíòîâ
êðèâîé (ãðóáî ãîâîðÿ, êîíôîðìíîé êðèâèçíû êàê ôóíêöèè
ïðîåêòèâíîãî ïàðàìåòðà ). Ýòî òðåáóåò âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâîäíûõ INPUT ôóíêöèè äî ïÿòîãî ïîðÿäêà.
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Îðáèòàëüíûé ïîäõîä
2. Âòîðîé ïîäõîä îñíîâàí íà ñëåäóþùåì çàìå÷àíèè: åñëè
ðàñïîëîæèòü äåòåêòîðû âäîëü îðáèòû ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé
G , òî ñóììàðíàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòðóþ îíè ïåðåäàþò â îáùèé
öåíòð, áóäåò èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G .
Íàïðèìåð, åñëè G = SO2 åñòü ãðóïïà âðàùåíèé ïëîñêîñòè, òî
èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ íåêîòîðûé öåíòð ïîëó÷àåò îò ñèñòåìû
íàáëþäàòåëåé, ðàñïîëîæåííàÿ âäîëü îêðóæíîñòè, áóäåò
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé.
Êîíôîðìíóþ ñôåðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðó Ðèìàíà
S2 = C ∪∞ c äðîáíî-äèíåéíûì äåéñòâèåì ãðóïïû SL2(C), ò.å.
êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî S2 = SL2(C )/G0 · G+ ãäå
SL2(C) = G− · G0 · G+ åñòü Ãàóññîâî ðàçëîæåíèå â ïðîèçâåäåíèå
íèæíèõ òðåóãîëüíûõ, äèàãîíàëüíûõ è âåðõíèõ òðåóãîëüíûõ
ìàòðèö. Òî÷êó ñôåðû ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïîé (ìîäåëü Òèòñà).

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû



Ñîãëàñíî ìîäåëè Ïåòèòî-×èòòè-Ñàðòè ïðîñòûå êëåòêè VI
ïàðàìåòðèçóþòñÿ ëîêàëüíî ãðóïïîé
G0 · G− ' Conf (E 2) = CO2 · R2.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòûå êëåòêè ãèïåðêîëîíêè ëîêàëüíî
ïàðàìåòðèçóþòñÿ ãðóïïîé G0 · G+ ' Conf (E 2), ò .å.
ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïîé ýòîé òî÷êè. Ðàçíèöà ñ ìîäåëüþ
Petitot-Citti-Sarti ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî êîîðäèíàò
z = (x , y) öåíòðà êîëîíêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðû
grad σ = (x ′, y ′) çàâèñÿùèå îò äæåòà âòîðîãî ïîðÿäêà
(ãðàäèåíò èçìåíåíèÿ ìàñøòàáíîãî ìíîæèòåëÿ).
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Òîãäà èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ïðîñòûå êëåòêè ïîñûëàþò íà
ñëåäóþùèé óðîâåíü ,(íàïðèìåð ñëîæíûì êëåòêàì) áóäåò
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõìåðíîé ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïû G0 · C+ ãðóïïû Ìåáèóñà GL2(C).
Ãåîìåòðè÷åñêè ìû ïîëó÷èì ëîêàëüíî ãëàâíîå ðàññëîåíèå
ðåïåðîâ 2-ãî ïîðÿäêà ñî ñâÿçíîñòüþ Êàðòàíà

GL2(C)→ S2 = GL2(C))/G0 · G+.

Íà ñëåäóþùåì óðîâíå äîñòèãàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ G− ' R2.
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Èçâåñòíî, ÷òî ðåàêöèÿ ïðîñòûõ êëåòîê íå èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî íà óðîâíå ñëîæíûõ êëåòîê.
(M. Hansard, R. Heraud, A di�erentail model of complex cells,
2011).
Îòìåòèì ÷òî ïðîñòûå êëåòêè ãèïåðêîëîíêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ
òî÷êàìè ãðóïïû G0 · G+ = CO2 · R2. Èãíîðèðóÿ ãðàäèåíòíûå
ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäãðóïïå G+, ìû ïîëó÷èì
ïàðàìåòðèçàöèþ ïðîñòûõ êëåòîê ãðóïïîé
G0 = CO2 = R+ × SO2 ' S2 \ {N,S}, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ
ìîäåëüþ Bresslo�-Cowan.

Äìèòðèé Àëåêñååâñêèé Íåéðîãåîìåòðèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çðèòåëüíîé ñèñòåìû


