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Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíåéøèõ çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìèíàëüíàÿ çà-
äà÷à, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â îïðåäåëåíèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ (ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè è
ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ), ïåðåâîäÿùåãî äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå. Âðåìÿ äâèæåíèÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â êîíå÷-
íîå ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàíî èëè âûáèðàòüñÿ èç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.
Äëÿ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðà-

âëåíèÿ èçâåñòíû ëèøü äëÿ îòäåëüíûõ êëàññîâ ñèñòåì. Îäèí èç íàèáîëåå øèðîêèõ òàêèõ
êëàññîâ îáðàçóþò ïëîñêèå ñèñòåìû [1, 2]. À èìåííî, êàæäîå ðåøåíèå ïëîñêîé ñèñòåìû
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðûì íàáîðîì ôóíêöèé âðåìåíè, êîòîðûé íàçûâàþò ïëîñ-
êèì âûõîäîì ñèñòåìû. Èçâåñòíûé [1, 2] ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ñîîòâåòñòâóþùåé ïîëèíîìèàëüíîé çàâèñèìîñòè ïëîñêîãî âûõîäà îò
âðåìåíè. Ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìîâ ðàâíà êîëè÷åñòâó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
Îäíàêî ñêàçàòü, ÷òî çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì ïîëíîñòüþ

ðåøåíà, íåëüçÿ, ïîòîìó ÷òî óêàçàííûé ïîäõîä íå ó÷èòûâàåò îãðàíè÷åíèÿ ñèñòåìû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïëîñêèé âûõîä ìîæåò áûòü ïîñòðîåí òàê, ÷òî åãî îáëàñòü çíà÷åíèé íå ñîâïàäàåò
ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì. Êðîìå òîãî, îãðàíè÷åíèÿ íà åãî îáëàñòü çíà÷åíèé âîçíèêàþò è èç
ôèçè÷åñêîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è (ñì. ïðèìåð 3 íèæå). Ðåøåíèå â ìíîãî÷ëåíàõ, íàéäåííîå
óïîìÿíóòûì ìåòîäîì, ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü òåì èëè èíûì îãðàíè÷åíèÿì. Ïîýòîìó äëÿ
ïëîñêèõ ñèñòåì (êàê è äëÿ íåïëîñêèõ ñèñòåì) àêòóàëüíà ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ñèíòåçà ïðî-
ãðàììíîãî äâèæåíèÿ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèå ðàçíûõ êëàññîâ ôóíêöèé, à íå òîëüêî
ìíîãî÷ëåíîâ.
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Ñðåäè íåïëîñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáàòûâàëèñü ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷è òåð-
ìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îòìåòèì àôôèííûå ñèñòåìû ñ âåêòîðíûì óïðàâëåíèåì, ýêâèâà-
ëåíòíûå ñèñòåìàì êâàçèêàíîíè÷åñêîãî âèäà. Â ðàáîòå [3] ðåøàëàñü çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåì èç ýòîãî êëàññà ñ îäíîé
ïåðåìåííîé (α), îïðåäåëÿþùåé íóëåâóþ äèíàìèêó. Ïðè ýòîì ïîëîæèòåëüíà ïðîèçâîäíàÿ
α â ñèëó ñèñòåìû. Ïîñëå âûáîðà α â êà÷åñòâå íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé èñõîäíàÿ
çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ â òàêóþ òåðìèíàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû
êâàçèêàíîíè÷åñêîãî âèäà, ÷òî óñëîâèÿ â êîíå÷íîé òî÷êå íàëàãàþòñÿ òîëüêî íà êàíîíè÷å-
ñêèå ïåðåìåííûå. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò îáîáùèòü íà òàêèå ñèñòåìû èçâåñòíûé [4, 5] ìåòîä
ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óï-
ðàâëåíèÿ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè íàêðûòèÿ [6]. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä çàêëþ÷à-
åòñÿ â äîïîëíåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì íîâûìè óðàâíåíèÿìè äî îïðåäåëåííîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû E è â ïîñòðîåíèè ñïåöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (íàêðûòèÿ) èç ìíî-
æåñòâà ðåøåíèé äîïîëíåííîé ñèñòåìû E â ìíîæåñòâî ðåøåíèé êàêîé-ëèáî äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû Y . Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü ñþðúåêòèâíûì, à óñëîâèÿ òåðìèíàëüíîé
çàäà÷è äîëæíû ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòåìû Y â êîíå÷íîé òî÷êå.
Òîãäà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå äâóõ ñâÿçàííûõ ñïåöèàëüíî ïîñòàâëåí-
íûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì E è Y . Ëþáîå ðåøåíèå äîïîëíåííîé ñèñòåìû E
åñòü îäíîâðåìåííî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû. Äîïîëíåííóþ ñèñòåìó E , äëÿ êîòîðîé ñòðî-
èòñÿ íàêðûòèå ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ìû íàçûâàåì r-çàìûêàíèåì çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ.

Äàííûé ïîäõîä, íàçûâàåìûé äàëåå ìåòîäîì íàêðûòèé, ìîæåò áûòü ïðèìåíåí è ê ïëîñ-
êèì, è íåïëîñêèì ñèñòåìàì. Íèæå ïîêàçàíî, êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé ñèñòåìû ïî-
ñòðîèòü r-çàìûêàíèå, ðåøåíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíû. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íàêðûòèé îáîáùàåò óïîìÿíóòûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíî (ñì. òåîðåìó 3 íèæå), ÷òî â êà÷åñòâå
r-çàìûêàíèÿ äëÿ ïëîñêîé ñèñòåìû ìîæíî âûáðàòü ëþáóþ îïðåäåëåííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñè-
ñòåìó íóæíîé ðàçìåðíîñòè, à çíà÷èò, ìíîãî÷ëåíû ìîæíî çàìåíèòü ðåøåíèÿìè ëþáîé òàêîé
ñèñòåìû. Íàêîíåö, â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íàêðûòèé ê íåïëîñêîé
ñèñòåìå, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå âåðòîëåòà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé.

Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçäåëå 1 îïðåäåëÿþòñÿ ïëîñêèå ñèñòåìû.
Â ðàçäåëàõ 2 è 3 ïîäðîáíî èçëàãàåòñÿ ìåòîä ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ äëÿ ïëîñêèõ
ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàçäåë 4 ñîäåðæèò îïèñàíèå ìåòîäà íàêðûòèé. Â
ðàçäåëå 5 äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé ñèñòåìû ñòðîèòñÿ r-çàìûêàíèå, ðåøåíèÿìè êîòîðîãî
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Çàâåðøàåòñÿ ñòàòüÿ ïðèìåðîì ïîñòðîåíèÿ r{
çàìûêàíèÿ äëÿ íåïëîñêîé ñèñòåìû.
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1. Ïëîñêèå ñèñòåìû ñ óïðàâëåíèåì

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

ẋ = f(t, x, u), x ∈ X ⊂ Rn, u ∈ U ⊂ Rm, (1)

ãäå t | íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ; x = (x1, . . . , xn) ∈ clX | âåêòîð ñîñòîÿíèÿ; u =

= (u1, . . . , um) ∈ U | âåêòîð óïðàâëåíèÿ; f = (f1, . . . , fn)| ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ;
ẋ =

dx

dt
| ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè. Ïîä ãëàäêîñòüþ çäåñü è äàëåå ïîíèìàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ

äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ðåãóëÿðíîé, åñëè rank
(

∂fj

∂ui

)
= m äëÿ âñåõ

ðàññìàòðèâàåìûõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ t, x, u.
Ïóñòü l| íåêîòîðîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå. Ñ÷èòàÿ ïåðåìåííûå

t, x1, . . . , xn, u1, . . . , um, u̇1, . . . , u̇m, ü1, . . . , u(l)
m (2)

íåçàâèñèìûìè, ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ñ òàêèìè êîîðäèíàòàìè. ×åðåçO(l) áóäåì îáîçíà-
÷àòü êàêóþ-ëèáî îáëàñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Âåêòîð (x1, . . . , xn) áóäåì íàçûâàòü ñîñòîÿ-
íèåì òî÷êè èç O(l) ñ êîîðäèíàòàìè (2).
Ðåãóëÿðíóþ ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ïëîñêîé â îáëàñòèO(l), åñëè íàO(l) îïðåäåëåíû òàêèå

ôóíêöèè
y1 = h1(t, x, u, u̇, . . . , u

(l)), . . . , ym = hm(t, x, u, u̇, . . . , u(l)), (3)

÷òî ïåðåìåííûå x âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, ôóíêöèè (3) è èõ ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû (1) äî
êàêîãî-òî êîíå÷íîãî ïîðÿäêà:

x = X(t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1)
1 , y2, . . . , y

(km)
m ), (4)

à ëþáîé êîíå÷íûé íàáîð ôóíêöèé (3), èõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó ñèñòåìû (1) è ôóíêöèè t ôóíê-
öèîíàëüíî íåçàâèñèì. Ïðè ýòîì íàáîðôóíêöèé (3) íàçûâàþò ïëîñêèì, èëè ëèíåàðèçóþùèì,
âûõîäîì ñèñòåìû (1).
Èç ðåãóëÿðíîñòè ïëîñêîé ñèñòåìû ñëåäóåò (ñì. [7], òåîðåìû 1 è 2), ÷òî ïåðåìåííûå u

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, x è ẋ, à çíà÷èò, â ñîâîêóïíîñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðíóþôóíêöèþ
âèäà

u = U(t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1+1)
1 , y2, . . . , y

(km+1)
m ). (5)

Ïðèìåð 1. Äâèæåíèå àâòîìîáèëÿ ïðè îòñóòñòâèè ïðîñêàëüçûâàíèÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòå-
ìîé [2]

ẋ = u cosϑ, ż = u sinϑ, ϑ̇ =
u

l
tgϕ, (6)

ãäå x, z | äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ñåðåäèíû çàäíåé îñè àâòîìîáèëÿ; u| ñêîðîñòü àâòîìî-
áèëÿ; ϑ| óãîë ìåæäó îñüþ àáñöèññ è ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû äâóõ îñåé; ϕ|
óãîë ïîâîðîòà êîëåñ ïåðåäíåé îñè îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé ïðÿìîé; l | ðàññòîÿíèå ìåæäó
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ñåðåäèíàìè äâóõ îñåé. Âåêòîð (x, z, ϑ) ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû, à âåêòîð (u, ϕ)| åå
óïðàâëåíèåì.
Ñèñòåìà (6) ïëîñêàÿ â îáëàñòè {u 6= 0} ñ ïëîñêèì âûõîäîì y1 = x, y2 = z, òàê êàê

ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ x, z, ϑ è óïðàâëåíèÿ u è ϕ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïëîñêèå âûõîäû è èõ
ïðîèçâîäíûå â ñèëó ñèñòåìû:

x = y1, z = y2, ϑ = arctg
ẏ2

ẏ1

ïðè ẏ1 6= 0 è ϑ = arcctg
ẏ1

ẏ2

ïðè ẏ2 6= 0,

u =
√
ẏ2

1 + ẏ2
2, ϕ = arctg

l(ÿ2ẏ1 − ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1 + ẏ2

2)
3/2

.

2. Ïîñòðîåíèå äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè, ëèíåàðèçóþùåé ïëîñêóþ ñèñòåìó

Äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ ñèñòåìû (1) íàçûâàþò ñîîòíîøåíèÿ âèäà

ξ̇ = a(t, x, ξ, v), u = b(t, x, ξ, v), ξ ∈ Rd, v ∈ Rm. (7)

Ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè t, x, u, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò òàêèå
âåêòîðû ξ, v, ÷òî ôóíêöèè a è b îïðåäåëåíû, è âòîðîå ðàâåíñòâî â (7) âûïîëíÿåòñÿ, íàçûâàþò
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, à ÷èñëî d| ðàçìåðíîñòüþ äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè (7).
Äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü (7) ìîæíî ïîíèìàòü êàê ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû (1) â

ñèñòåìó
ẋ = f

(
t, x, b(t, x, ξ, v)

)
, ξ̇ = a(t, x, ξ, v) (8)

ñ ñîñòîÿíèåì (x, ξ) ∈ Rn+d è óïðàâëåíèåì v. Âòîðîå ðàâåíñòâî â (7) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (8) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1).
Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà (1) ëèíåàðèçóåìà äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (7) (èëè ïðîñòî

äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìà), åñëè ïîëó÷àþùàÿñÿ ïîñëå çàìûêàíèÿ ýòîé ñâÿçüþ ñèñòåìà (8)
ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó âèäà

y
(ki+1)
i = vi, ki ≥ 0, i = 1, m, (9)

îáðàòèìîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ âèäà

t = t, ỹ = Ỹ (t, x, ξ), v = v, (10)

ãäå ỹ =
(
y1, ẏ1, . . . , y

(k1)
1 , y2, . . . , y

(km)
m

)
| ñîñòîÿíèå ñèñòåìû (9).

Óêàçàííàÿ îáðàòèìàÿ çàìåíà îïðåäåëÿåò áèåêöèþ ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåì (8) è (9).
Òàêèì îáðàçîì, äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, ëèíåàðèçèðóþùàÿ ñèñòåìó (1), îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû âèäà (9) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñè-
ñòåìû (1).
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå ñèñòåìû âèäà (9) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ôóíê-

öèÿìè y1(t), . . . , ym(t), êîòîðûå ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíûìè (vi(t) = y
(ki+1)
i (t)). Òà-

êèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (3) îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (1)
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â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (9). Ýòî îòîáðàæåíèå åñòü áèåêöèÿ, åñëè (3) | ïëîñêèé
âûõîä ñèñòåìû (1). Äåéñòâèòåëüíî, ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ñëåäóåò èç ôóíê-
öèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ôóíêöèé (3), èõ ïðîèçâîäíûõ è t. À
ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5) çàäàþò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé
ëèíåéíîé ñèñòåìû (9) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ïëîñêîé ñèñòåìû (1), çàäàííîå ñîîòíîøåíè-
ÿìè (4) è (5), áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèåì ïëîñêîãî âûõîäà (3) è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fo.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äîêàçàíà â [7] è óòî÷íÿåò òåîðåìó èç [1].
Òåîðåìà 1 ([7]). Ïóñòü â îáëàñòè O(l) ðåãóëÿðíàÿ ñèñòåìà (1) ïëîñêàÿ ñ ïëîñêèì âû-

õîäîì (3), è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (4). Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè ϑl ∈ O(l) â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè èç O(0) ñóùåñòâóåò äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ðàç-
ìåðíîñòè d = k1 + . . . + km + m − n, êîòîðàÿ ëèíåàðèçóåò ñèñòåìó (1), à îïðåäåëåííîå åþ
îòîáðàæåíèå èç ìíîæåñòâà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû (9) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (1)
ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîãî âûõîäà (3) íà îêðåñòíîñòü òî÷êè ϑl.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 (ñì. [7]) äàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé

îáðàòíîé ñâÿçè, ëèíåàðèçóþùåé ïëîñêóþ ñèñòåìó.
Ïóñòüôóíêöèè (3) îáðàçóþòïëîñêèé âûõîä ñèñòåìû (1), è âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (4).

Âûáåðåì ôóíêöèè ξ1, . . . , ξd ïåðåìåííûõ t, ỹ =
(
y1, ẏ1, . . . , y

(k1)
1 , y2, . . . , y

(km)
m

)
òàê, ÷òîáû

ìàòðèöà ßêîáè ∂(x, ξ)
∂ỹ

áûëà êâàäðàòíîé è íåâûðîæäåííîé. Ïðîèçâîäíûå ξ̇1, . . . , ξ̇d ýòèõ
ôóíêöèé â ñèëó ñèñòåìû (1) è ôóíêöèè u1, . . . , um âûðàæàþòñÿ ÷åðåç t, ỹ è v = (v1, . . . , vm),
ãäå vi = y

(ki+1)
i , i = 1, m. Ïåðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ t, ỹ, v ê ïåðåìåííûì t, ξ, x, v, ïîëó÷àåì

ëèíåàðèçóþùóþ äèíàìè÷åñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü.
Ïðèìåð 2. Ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (6) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ỹ = (y1, y2, ẏ1, ẏ2).

Ïîýòîìó k1 = k2 = 1, d = 1. Âûáåðåì ôóíêöèþ ξ ïåðåìåííûõ ỹ òàê, ÷òîáû ïåðåõîä îò
ïåðåìåííûõ t, x, z, ϑ, ξ ê ïåðåìåííûì t, ỹ áûë îáðàòèì. Ïîëîæèì: ξ =

√
ẏ2

1 + ẏ2
2 . Òîãäà ẏ1

è ẏ2 âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ϑ è ξ: ẏ1 = ξ cosϑ, ẏ2 = ξ sinϑ. Âûðàçèì ξ̇, u, ϕ ÷åðåç ỹ, ÿ1, ÿ2:

ξ̇ =
ÿ1ẏ1 + ÿ2ẏ2

(ẏ2
1 + ẏ2

2)
1/2
, u =

√
ẏ2

1 + ẏ2
2, ϕ = arctg

l(ÿ2ẏ1 − ÿ1ẏ2)

(ẏ2
1 + ẏ2

2)
3/2

.

Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì t, x, z, ϑ, ξ, v1 = ÿ1, v2 = ÿ2, ïîëó÷àåì ëèíåàðèçóþùóþ äèíàìè÷å-
ñêóþ îáðàòíóþ ñâÿçü

u = ξ, ϕ = arctg
l

ξ2
(v2 cosϑ− v1 sinϑ), ξ̇ = v1 cosϑ+ v2 sinϑ

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ {u 6= 0}. Ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå F−1
o èç ìíîæåñòâà ðåøå-

íèé ñèñòåìû (6) â ìíîæåñòâî ðåøåíèé ëèíåéíîé ñèñòåìû ÿ1 = v1, ÿ2 = v2 îïðåäåëÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè

F−1
o : t = t, y1 = x, y2 = z, v1 = u̇ cosϑ− u2

l
tgϕ sinϑ, v2 = u̇ sinϑ+

u2

l
tgϕ cosϑ.
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3. Ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
äëÿ äèíàìè÷åñêè ëèíåàðèçóåìûõ ñèñòåì

Ïóñòü ñèñòåìà (1) ëèíåàðèçóåìà äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçüþ (7), îïðåäåëåííîé âî
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû (1), è ïîñòàâëåíà çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ c
ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x(tí) = xí, x(tê) = xê. (11)

À èìåííî, òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1), êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (11).
Ïîêàæåì, êàê ðåøàåòñÿ ýòà çàäà÷à. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (8), â êîòîðóþ ïðåîáðàçóåòñÿ ñè-
ñòåìà (1) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ äèíàìè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè (7). Äëÿ âåêòîðà ξ äîïîëíèòåëü-
íûõ ïåðåìåííûõ çàäàäèì íà÷àëüíîå (ξí) è êîíå÷íîå (ξê) çíà÷åíèÿ. Åñëè íåò êàêèõ-ëèáî
îãðàíè÷åíèé íà ξ ôèçè÷åñêîãî, òåõíè÷åñêîãî è èíîãî õàðàêòåðà, ýòè óñëîâèÿ ìîæíî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíûìè è ïîëó÷èòü çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû (8): x(tí) = xí,
ξ(tí) = ξí, x(tê) = xê, ξ(tê) = ξê. Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå (10), ïîëó÷àåì äëÿ ñèñòåìû (9)
çàäà÷ó

ỹ(tí) = Ỹ (tí, xí, ξí), ỹ(tê) = Ỹ (tê, xê, ξê). (12)

Åñëè íåò îãðàíè÷åíèé íà ïåðåìåííûå ỹ è v, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èùóò â ïðîñòðàíñòâå ìíî-
ãî÷ëåíîâ. À èìåííî, åñëè äëÿ i = 1, m ôóíêöèÿ yi(t) åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤ 2ki + 1, òî
óñëîâèÿ (12) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàìåðîâñêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé íà êîýôôèöèåíòû ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ (ñì. [5, ï. 2.2.6]). Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó è ïîäñòàâëÿÿ
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå y1(t), . . . , ym(t), v1(t) = y

(k1+1)
1 (t), . . . , vm(t) = y

(km+1)
m (t) çàäà÷è (12) â

ôóíêöèè, çàäàþùèå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ê çàìåíå ïåðåìåííûõ (10), ïîëó÷àåì ðåøåíèå
èñõîäíîé çàäà÷è (11).
Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî îáðàç ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) ìîæåò áûòü òîëüêî ÷àñòüþ ïðîñòðàíñòâà

ïåðåìåííûõ ỹ è v. Êðîìå òîãî, íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ x, óïðàâëåíèÿ u è ïðîèçâîäíûå
óïðàâëåíèÿ u̇, . . . , u(l) ñèñòåìû (1) ìîãóò íàëàãàòüñÿ íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå òàêæå
ïðåîáðàçóþòñÿ â óñëîâèÿ íà ỹ, v è ïðîèçâîäíûå v. Çàäà÷ó (9), (12) íåîáõîäèìî ðåøàòü ñ
ó÷åòîì âñåõ îãðàíè÷åíèé íà ỹ è v. Ïðè âûáîðå ξí è ξê ñëåäóåò ó÷èòûâàòü âòîðîå ðàâåíñòâî
â (7) è îãðàíè÷åíèÿ íà x, u è ïðîèçâîäíûå u.
Â ñëó÷àå ïëîñêîé ñèñòåìûëèíåàðèçóþùàÿ äèíàìè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñòðîèòñÿ óêàçàí-

íûì âûøå ìåòîäîì, à äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà x è u èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèå
ïëîñêîãî âûõîäà Fo. Ïðè ýòîì, åñëè â îáëàñòè O(l) ïåðåìåííûå (2) óäîâëåòâîðÿþò âñåì
îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è è ñèñòåìà ïëîñêàÿ, òî ïðåîáðàçîâàííûì îãðàíè÷åíèÿì óäîâëåòâîðÿþò
òî÷êè íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè

t, y1, ẏ1, . . . , y
(k1)
1 , y2, . . . , y(km)

m , v1, v̇1, . . . , v
(l)
1 , v2, . . . , v(l)

m . (13)

Çàäà÷ó (9), (12) ñëåäóåò ðåøàòü èìåííî â ýòîé îáëàñòè, êîòîðóþìûîáîçíà÷àåì ÷åðåçFo(O)(l).
Ïóñòü tí < tê, à ñèñòåìà (1) îïðåäåëåíà ïðè t ∈ [tí, tê]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç O

∣∣
t0
ìíîæåñòâî

âñåõ ñîñòîÿíèé, ëåæàùèõ â ïåðåñå÷åíèè îáëàñòè O(l) ñ ïëîñêîñòüþ {t = t0}. Ñîñòîÿíèå
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xê ∈ O
∣∣
tê
íàçûâàþò äîñòèæèìûì èç ñîñòîÿíèÿ xí ∈ O

∣∣
tí
çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê] ïî

îáëàñòè O(l), åñëè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ((x(t), u(t)), t ∈ [tí, tê], cèñòåìû (1), óäîâëåòâîðÿ-
þùåå óñëîâèÿì:

x(tí) = xí, x(tê) = xê,
(
x(t), u(t), u̇(t), . . . , u(l)(t)

)
∈ O(l) ïðè t ∈ [tí, tê].

Ñèñòåìó (1) íàçûâàþò óïðàâëÿåìîé çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê] â îáëàñòè O(l), åñëè ëþáîå
ñîñòîÿíèå xê ∈ O

∣∣
tê
äîñòèæèìî èç ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ xí ∈ O

∣∣
tí
çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê]

ïî îáëàñòè O(l).
Òåîðåìà 2 ([7]). Ïóñòü ñèñòåìà (1) ïëîñêàÿ â îáëàñòèO(l) ñ ïëîñêèì âûõîäîì (3), à Fo |

ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ïëîñêîãî âûõîäà, çàäàííîå ñîîòíîøåíèÿìè (4) è (5).

1. Ñîñòîÿíèå xê ∈ O
∣∣
tê
äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ xí ∈ O

∣∣
tí
çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê]

ïî îáëàñòè O(l), åñëè xí = X(tí, ỹí), xê = X(tê, ỹê), è ñîñòîÿíèå ỹê ∈ Fo(O)
∣∣
tê
ëèíåéíîé

ñèñòåìû (9) äîñòèæèìî èç ñîñòîÿíèÿ ỹí ∈ Fo(O)
∣∣
tí
çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê] ïî îáëà-

ñòè Fo(O)(l).
2. Ïëîñêàÿ ñèñòåìà (1) óïðàâëÿåìà çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê] â îáëàñòè O(l), åñëè

óïðàâëÿåìà ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (9) çà èíòåðâàë âðåìåíè [tí, tê] â îáëàñòè Fo(O)(l).

Èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî âîïðîñû äîñòèæèìîñòè ñîñòîÿíèé è óïðàâëÿåìîñòè ïëîñ-
êèõ ñèñòåì ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì âîïðîñàì äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà (9). Îäíàêî
ýòè âîïðîñû òðóäíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàæå â ñëó÷àå ñèñòåì (9), êîòîðûå óïðàâëÿåìû âî
âñåì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, íî ìîãóò áûòü íå óïðàâëÿåìû â îáëàñòè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
(ïðèìåðû è íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû ñì. â [4] è [5, § 2.2]). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìå-
òîäû îïðåäåëåíèÿ óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû âèäà (9) â çàäàííîé îáëàñòè íå ðàçðàáîòàíû, è
âîïðîñ îá óïðàâëÿåìîñòè êîíêðåòíîé ïëîñêîé ñèñòåìû ðåøàåòñÿ, èñõîäÿ èç îñîáåííîñòåé
ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïàðêîâêè àâòîìîáèëÿ, äâèæåíèå êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ

ñèñòåìîé (6). Íà ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è óïðàâëåíèÿ íàëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå åñòåñòâåííûå
îãðàíè÷åíèÿ: íà îáëàñòü ïàðêîâêè (íàïðèìåð: |x| < x0, |z| < z0), íà ñêîðîñòü (|u| < u0), íà
óãîë ïîâîðîòà ïåðåäíèõ êîëåñ (|ϕ| < ϕ0), íà óñêîðåíèå (|u̇| < a) è äð. Â îáëàñòè {u 6= 0}, ãäå
ñèñòåìà (6) ïëîñêàÿ, óêàçàííûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ïåðåìåííûå
y ëèíåéíîé ñèñòåìû:

|y1| < x0, |y2| < z0, 0 < ẏ2
1 + ẏ2

2 < u2
0,

|ÿ2ẏ1 − ÿ1ẏ2|
(ẏ2

1 + ẏ2
2)

3/2
<
tgϕ0

l
,

|ÿ1ẏ1 + ÿ2ẏ2|
(ẏ2

1 + ẏ2
2)

1/2
< a.

Âîïðîñû äîñòèæèìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè â ýòîé îáëàñòè íåòðèâèàëüíû, õîòÿ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è ïàðêîâêè îáùåèçâåñòíà.

4. Îïèñàíèå ìåòîäà íàêðûòèé

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà m = 1, à ñèñòåìà (9) ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ
âòîðîãî ïîðÿäêà:

ÿ = v. (14)
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Çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. (12)) äëÿ ñèñòåìû (14) èìååò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

y(tí) = yí, ẏ(tí) = ẏí, y(tê) = yê, ẏ(tê) = ẏê. (15)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ. Òàê êàê äàííàÿ çàäà÷à âêëþ÷àåò ÷åòûðå
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, òî ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû íå âûøå òðåòüåãî ïîðÿäêà, ò.å. èñêîìîå
ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

y(4) = 0. (16)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (14){(15) ïåðåôîðìóëèðóåòñÿ â êðàåâóþ
çàäà÷ó (16), (15).
Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (16), (15) ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

p = y − 1

2
(tê − t)2y(2) − 1

3
(tê − t)3y(3). (17)

Äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ y óðàâíåíèÿ (16) èìååì

ṗ = ẏ + (tê − t)y(2) +
1

2
(tê − t)2y(3), (18)

p̈ = 0. (19)

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ p òàêîâà, ÷òî çíà÷åíèÿ p(tê), ṗ(tê) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷å-
íèÿìè y(tê), ẏ(tê), à çíà÷åíèÿ y(2)(tí), y(3)(tí) | çíà÷åíèÿìè p(tí), ṗ(tí), y(tí), ẏ(tí). Ïî-
ýòîìó çàäà÷à (14){(15) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç êîíå÷íûõ óñëîâèé (15)
íàõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ p(tê), ṗ(tê). Ýòè çíà÷åíèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ðåøåíèå p(t) óðàâíå-
íèÿ (19), êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ âðåìåíè: îò tê äî tí. Íàõîäèì
p(tí), ṗ(tí), à èç óðàâíåíèé (17){(18) | çíà÷åíèÿ y(2)(tí), y(3)(tí). Íàêîíåö, ðåøàÿ çàäà÷ó
Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (16) ñ èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè y(tí), ẏ(tí), y(2)(tí), y(3)(tí), íàõîäèì
çàâèñèìîñòü y(t), à èç óðàâíåíèÿ (14) | ôóíêöèþ v(t) = ÿ(t). Äàííàÿ ôóíêöèÿ åñòü ðå-
øåíèå çàäà÷è (16), (15), òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ y(t) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì (15) ïî ïîñòðîåíèþ, à êîíå÷íûì óñëîâèÿì (15) | ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (17), (18).
Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (11) äëÿ ñèñòåìû (1). Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìû íàøëè ôóíêöèè Ui, ϕj , ψj , i = 1, m, j = 1, n, ïåðåìåííûõ

t, x1, . . . , xn, u1, u̇1, . . . , u
(k1−1)
1 , u2, . . . , u(km−1)

m , k1 + . . .+ km = n,

óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) ñîîòíîøåíèÿ pj = ϕj , qj = ψj , j = 1, n, çàäàþò ïðåîáðàçîâàíèå ñèñòåìû

ẋj = fj(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , um), j = 1, n, (20)

u
(ki)
i = Ui(t, x1, . . . , xn, u1, u̇1, . . . , u

(k1−1)
1 , u2, . . . , u

(km−1)
m ), i = 1, m, (21)

â ñèñòåìó âèäà

q̇ = Q(t, q, p), q ∈ Rn; (22)

ṗ = P (t, p), p ∈ Rn; (23)
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á) çàäàííûå êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ x(tê) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ pê = p(tê) è,
íàîáîðîò, çíà÷åíèÿ p(tê) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çíà÷åíèÿ x(tê);
â) åñëè pí| çíà÷åíèå â òî÷êå tí ðåøåíèÿ p(t) ñèñòåìû (23), óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ

p(tê) = pê, òî ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

pí = ϕ(tí, x1,í, . . . , xn,í, u1(tí), u̇1(tí), . . . , u
(k1−1)
1 (tí), u2(tí), . . . , u

(km−1)
m (tí)) (24)

èìååò ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî u1(tí), u̇1(tí), . . . , u
(k1−1)
1 (tí), u2(tí), . . . , u

(km−1)
m (tí).

Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé à){â) çàäà÷à (1), (11) ìîæåò áûòü ðåøåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

1. Èç êîíå÷íûõ óñëîâèé (11) âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå p(tê).
2. Íàõîäèì ðåøåíèå p(t) ñèñòåìû (23), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ p(tê) = pê (ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ âðåìåíè: îò tê äî tí).
3. Âû÷èñëÿåì p(tí).
4. Èç ñèñòåìû (24) íàõîäèì çíà÷åíèÿ

u1(tí), u̇1(tí), . . . , u
(k1−1)
1 (tí), u2(tí), . . . , u(km−1)

m (tí).

5. Ðåøàÿ çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû (20){(21) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè

tí, x1,í, . . . , xn,í, u1(tí), u̇1(tí), . . . , u
(k1−1)
1 (tí), u2(tí), . . . , u(km−1)

m (tí),

íàõîäèì ðåøåíèå
(
x(t), u(t)

)
ñèñòåìû (1).

Íàéäåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (1), (11), òàê êàê ôóíêöèÿ x(t)
óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (11) ïî ïîñòðîåíèþ, à êîíå÷íûì óñëîâèÿì (11) | èç
óñëîâèÿ á).
Èçëîæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îñíîâàí íà ïîñòðî-

åíèè òàêèõ ôóíêöèé U1, . . . , Um, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (20){(21) ýêâèâà-
ëåíòíà ñèñòåìå âèäà (22){(23).
Ñèñòåìà (22){(23) íàêðûâàåò ñèñòåìó (23). À èìåííî, ïóñòü E è Y | äâå îïðåäåëåííûå

ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Íàêðûòèåì èç ñèñòåìû E â ñèñòåìó
Y íàçûâàþò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû E
â ðàñøèðåííîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû Y , ïðè êîòîðîì ãðàôèê ëþáîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû E îòîáðàæàåòñÿ â ãðàôèê ðåøåíèÿ ñèñòåìû Y , à ïðîîáðàç ãðàôèêà ëþáîãî ðåøåíèÿ
ñèñòåìû Y ñîñòîèò èç ãðàôèêîâ ðåøåíèé íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû ñèñòåìû E . Ïðè ýòîì
ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà E íàêðûâàåò ñèñòåìó Y , ñëîåì íàêðûòèÿ íàçûâàþò ïðîîáðàç ëþáîé
òî÷êè ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû Y , ñèñòåìó Y íàçûâàþò áàçîâîé, åå
çàâèñèìûå ïåðåìåííûå | áàçîâûìè, à îñòàëüíûå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû E |
ïåðåìåííûìè ñëîÿ.
Îòìåòèì, ÷òî ìû ñôîðìóëèðîâàëè îïðåäåëåíèå íàêðûòèÿ îïðåäåëåííûõ ñèñòåì îáûêíî-

âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îïðåäåëåíèå íàêðûòèÿ ñèñòåì ñ óïðàâëåíåì ìîæíî
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íàéòè, íàïðèìåð, â [8], à îáùåå îïðåäåëåíèå íàêðûòèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(â òîì ÷èñëå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè) | â [6].
Êîìïîçèöèÿ ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è íàêðûòèÿ åñòü íàêðûòèå. Ïîýòîìó ñè-

ñòåìà (20){(21) òàêæå íàêðûâàåò ñèñòåìó (23). Óñëîâèå á) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ýòîãî íà-
êðûòèÿ ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, à óñëîâèå
â) | ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ýòîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, èçëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ
çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè òàêèõ ôóíêöèé U1, . . . , Um, äëÿ
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà (20){(21) íàêðûâàåò ñèñòåìó âèäà (23), ïðè÷åì íàêðûòèå
îáëàäàåò ñâîéñòâàìè á) è â).
Ñèñòåìó âèäà (20){(21), óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì à){â) äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé ϕj ,

ψj , j = 1, n, áóäåì íàçûâàòü r-çàìûêàíèåì çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (1), (11). Êàê
ïîêàçàíî âûøå, r-çàìûêàíèå ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó (1), (11).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà (1) ðåãóëÿðíàÿ, òî èç íåå ïåðåìåííûå óïðàâëåíèÿ u ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç t, x è óäàëèòü u èç ñèñòåìû (20){(21). Òàêîãî âèäà r-çàìûêàíèÿ ìû è áóäåì
ðàññìàòðèâàòü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

5. Ìåòîä íàêðûòèé äëÿ ïëîñêèõ ñèñòåì

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïóíêòà äëÿ óðàâíåíèÿ (14) ïðèìåíèìû
ê ëþáîé ñèñòåìå (9), à çíà÷èò, ê ëþáîé ïëîñêîé ñèñòåìå. Òàê êàê ïåðåìåííûå yi, vi âõî-
äÿò òîëüêî â i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (9), òî âû÷èñëÿòü èõ ìîæíî íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ
ïåðåìåííûõ çàäà÷è (9), (12). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àém = 1.
Ê óðàâíåíèþ y(n) = v äîáàâèì óðàâíåíèå y(2n) = 0, ò.å. óðàâíåíèå (21) åñòü v(n) = 0. Â

êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ áàçû íàêðûòèÿ âîçüìåì p, p(1), . . . , p(n−1), ãäå

p = y − (t− tê)
n

n!
y(n) + a1

(t− tê)
n+1

(n+ 1)!
y(n+1) + . . .+ an−1

(t− tê)
2n−1

(2n− 1)!
y(2n−1),

à ÷èñëà a1, . . . , an−1 ïîäáåðåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óðàâíåíèå áàçû p(n) = 0. Óñëîâèå á)
âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê p(i)(tê) = y(i)(tê), i = 0, 1, . . . , n− 1. Ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
÷èñåë a1, . . . , an−1 è ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ â). Ïåðåìåííûå ñëîÿ èñêàòü íåîáÿçàòåëüíî,
òàê êàê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îíè íå èñïîëüçóþòñÿ.
Ïîëó÷àþùååñÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ðåøåíèå çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ åñòü

ðåøåíèå â ìíîãî÷ëåíàõ, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ y(2n) = 0|ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå íèæå 2n− 1.
Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ äðóãèõ ôóíêöèé: ê óðàâíåíèþ (14) äîáàâèì óðàâíåíèå

y(4) = −y(2). (25)

Âûáåðåì ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå áàçû:

p0 = y − (t− tê)y
(1) +

(
1− cos(t− tê)

)
y(2) +

(
sin(t− tê)− t+ tê

)
y(3),

p1 = y(1) − y(2) sin(t− tê) +
(
1− cos(t− tê)

)
y(3).
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Óðàâíåíèÿ íà íèõ åñòü
ṗ0 = 0, ṗ1 = 0. (26)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (25) íàêðûâàåò ñèñòåìó (26). Ýòî íàêðûòèå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ á), òàê êàê p0(tê) = y(tê), p1(tê) = y(1)(tê). Êðîìå òîãî,

p0(tí) = y(tí)− y(1)(tí)τ + y(2)(tí)(1− cos τ) + y(3)(tí)(sin τ − τ),

p1(tí) = y(1)(tí)− y(2)(tí) sin τ + y(3)(tí)(1− cos τ),

ãäå τ = tí − tê. À çíà÷èò, íà y(2)(tí), y(3)(tí) ìû èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ ìàòðèöåé (

1− cos τ sin τ − τ

− sin τ 1− cos τ

)
.

Ïîýòîìó óñëîâèå â) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû îòëè÷åí îò íóëÿ:
2− 2 cos τ − τ sin τ 6= 0.
Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ñèñòåìó îáùåãî âèäà (1) è çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (11)

äëÿ íåå. Â ï. 3 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å òåðìèíàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ (12) äëÿ ñèñòåìû (9) â îáëàñòè Fo(O)(l) ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ (13). Â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ òîëüêî ìíîãî÷ëåíîâ ðåøåíèå çàäà÷è (9), (12) ìîæåò âûõîäèòü çà ïðåäåëû îáëàñòè
Fo(O)(l). Ïîýòîìó ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ðåøåíèÿìè r-çàìûêàíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå
òîëüêî ìíîãî÷ëåíû.
Ðàíåå ìû îòìå÷àëè, ÷òî ïåðåìåííûå yi, vi âõîäÿò òîëüêî â i-å óðàâíåíèå ñèñòåìû (9).

Îäíàêî êàæäîå èç íåðàâåíñòâ, îïðåäåëÿþùèõ îáëàñòü Fo(O)(l), ìîæåò ñîäåðæàòü yi, vi ñ
ðàçíûìè i (ñì. ïðèìåð 3). Ïîýòîìó â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ (9)
â ñîâîêóïíîñòè. Òåì íå ìåíåå, äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî
îòäåëèòü ïåðåìåííûå yi, vi ñ ðàçíûìè i. Íàïðèìåð, êîãäà îáëàñòüFo(O)(l) óäàåòñÿ óìåíüøèòü
äî îáëàñòè, çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè, ñîäåðæàùèìè ïåðåìåííûå yi, vi òîëüêî ñ îäíèì i. Â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óñëîâèÿ íà ïåðåìåííûå yi, vi îòäåëÿþòñÿ îò óñëîâèé äëÿ äðóãèõ yj ,
vj , j 6= i, è ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àém = 1.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøàåòñÿ çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç

îäíîãî óðàâíåíèÿ
y(n) = v (27)

ñ ñîñòîÿíèåì
(
t, y, y(1), . . . , y(n−1)

)
è óïðàâëåíèåì v. Èç âñåõ äàëüíåéøèõ âûðàæåíèé

áóäåì óäàëÿòü ïåðåìåííóþ v, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (27).
Ïóñòü y = χ(t, z1, . . . , z2n)| òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ìàòðèöà

(aij) =
( ∂iχ

∂ti−1∂zj

)
, i = 1, 2n, j = 1, 2n, (28)

íåâûðîæäåíà â òî÷êå (tê, z̄0), z̄0 = (z1,0, . . . , z2n,0). Òîãäà ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (tê, z̄0) ïåðåìåííûå z1, . . . , z2n ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôóíêöèè

http://technomag.bmstu.ru/doc/699730.html 135

http://technomag.bmstu.ru/doc/699730.html


îò t, y, y(1), . . . , y(2n−1):

zi = Zi(t, y, y
(1), . . . , y(2n−1)), i = 1, 2n. (29)

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà 2n:

y(2n) =
∂2nχ

∂t2n

(
t, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y(1), . . . , y(2n−1))
)
, (30)

îïðåäåëåííîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè(
tê, y0 = χ(tê, z̄0), y

(1)
0 =

∂χ

∂t
(tê, z̄0), . . . , y

(2n−1)
0 =

∂2n− 1χ

∂t2n−1
(tê, z̄0)

)
. (31)

Ïî ïîñòðîåíèþ, äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé z1, . . . , z2n èç îêðåñòíîñòè òî÷êè z̄0 ôóíêöèÿ
y = χ(t, z1, . . . , z2n) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30), à ôóíêöèè (29) | ïåðâûå èíòåãðàëû ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèè

p1 = χ
(
tê, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y(1), . . . , y(2n−1))
)
,

p2 =
∂χ

∂t

(
tê, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y(1), . . . , y(2n−1))
)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

pn =
∂n−1χ

∂tn−1

(
tê, Z1(t, y, y

(1), . . . , y(2n−1)), . . . , Z2n(t, y, y(1), . . . , y(2n−1))
)
,

(32)

êàê ôóíêöèè ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (çäåñü tê | êîíñòàíòà) òàêæå åñòü ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâ-
íåíèÿ (30). Ñëåäîâàòåëüíî, èõ ïðîèçâîäíûå â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû íóëþ:

ṗi = 0, i = 1, n. (33)

Ôóíêöèè (29) êàê ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèÿ (30) íå çàâèñÿò îò t. Ïîýòîìó

y(i−1)(tê) =
∂i−1χ

∂ti−1
(tê, z1, . . . , z2n) = pi(tê), i = 1, n. (34)

Òåîðåìà 3. Ïóñòü y = χ(t, z1, . . . , z2n)| òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ìàòðèöà (28) íåâûðîæäåíà
â òî÷êå (tê, z̄0), z̄0 = (z1,0, . . . , z2n,0). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè tí ∈ (tê − δ, tê)

ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V ⊂ Rn òî÷êè(
χ(tí, z̄0),

∂χ

∂t
(tí, z̄0), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tí, z̄0)

)
,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè
(
yí, y

(1)
í , . . . , y

(n−1)
í

)
èç V óðàâíåíèå (30) åñòü r-çàìûêàíèå çàäà÷è

òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

y(tí) = yí, y(1)(tí) = y(1)
í , . . . , y(n−1)(tí) = y(n−1)

í ,

y(tê) = y0, y(1)(tê) = y
(1)
0 , . . . , y(n−1)(tê) = y

(n−1)
0

äëÿ óðàâíåíèÿ (27), çäåñü ÷èñëà y0, y
(1)
0 , . . . , y

(n−1)
0 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (31).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ϕ1, . . . , ϕn âîçüìåì ôóíêöèè (32). Â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (31) âûáåðåì ôóíêöèè ψ1, . . . , ψn òàê, ÷òîáû îíè âìåñòå ñ ôóíêöèÿìè t, ϕ1, . . . ,
ϕn îïðåäåëÿëè çàìåíó ïåðåìåííûõ ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà óðàâíåíèÿ (30).
Òîãäà óðàâíåíèå (30) ïðåîáðàçóåòñÿ ýòîé çàìåíîé â ñèñòåìó âèäà (22), (33). À çíà÷èò, óñëî-
âèå à) âûïîëíÿåòñÿ.
Èç ðàâåíñòâ (34) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå á) òàêæå âûïîëíÿåòñÿ.
Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèÿ â) èñïîëüçóåì ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé (32):

pi =
∂i−1χ

∂ti−1
(tê, z1, . . . , z2n), i = 1, n,

y(j−1) =
∂j−1χ

∂tj−1
(t, z1, . . . , z2n), j = 1, 2n,

ãäå ïåðåìåííûå z1, . . . , z2n ïîíèìàþòñÿ êàê ïàðàìåòðû. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî z1, . . . , z2n

ïîñòîÿííû íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (27), ïîëó÷àåì

pi,í = pi(tí) =
∂i−1χ

∂ti−1
(tê, z1, . . . , z2n), i = 1, n, (35)

y(i−1)
í =

∂i−1χ

∂ti−1
(tí, z1, . . . , z2n), i = 1, n, (36)

y(j−1)(tí) =
∂j−1χ

∂tj−1
(tí, z1, . . . , z2n), j = n, 2n. (37)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñèñòåìà (35){(36) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî z1, . . . , z2n, òî ïîäñòàâëÿÿ åå
ðåøåíèå (z1, . . . , z2n) â óðàâíåíèÿ (37), ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ v(i−1)(tí) = y(i+n−1)(tí), i = 1, n,
ò.å. óñëîâèå â) âûïîëíÿåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (35){(36) èñïîëüçóåì òåîðåìó îá îáðàòíîé

ôóíêöèè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

G: z̄ 7→
(
χ(tê, z̄), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tê, z̄), χ(tí, z̄), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tí, z̄)

)
,

ãäå z̄ = (z1, . . . , z2n). Ïîêàæåì, ÷òî ÿêîáèàí ýòîé ôóíêöèè â òî÷êå z̄0 îòëè÷åí îò íóëÿ.
Ïåðâûå n ñòðî÷åê ìàòðèöû ßêîáè ôóíêöèè G â òî÷êå z̄0 ñîñòîÿò èç ÷èñåë

∂iχ

∂ti−1∂zj

(tê, z̄0), i = 1, n, j = 1, 2n,

ïîñëåäíèå | èç
∂iχ

∂ti−1∂zj

(tí, z̄0), i = 1, n, j = 1, 2n. (38)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûå n ñòðî÷åê ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðî÷êàìè ìàòðèöû(
aij(tê, z̄0)

)
(ñì. (28)).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà è îáîçíà÷åíèå ∆ = tí − tê, ïðåîáðàçóåì ýëåìåíòû (38) ê
âèäó

∂iχ

∂ti−1∂zj

(tí, z̄0) =
∂iχ

∂ti−1∂zj

(tê, z̄0) + ∆
∂i+1χ

∂ti∂zj

(tê, z̄0) + . . .+
∆n

n!

∂i+nχ

∂ti+n−1∂zj

(tê, z̄0) + o(∆n).
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Äîáàâëÿÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ n ñòðî÷åê ÿêîáèàíà ôóíêöèè G â òî÷êå (tê, z̄0) ê
ïîñëåäíèì n ñòðî÷êàì, ïðåîáðàçóåì èõ ýëåìåíòû ê âèäó

∆n−i+1

(n− i+ 1)!

∂n+1χ

∂tn∂zj

(tê, z̄0) + . . .+
∆n

n!

∂i+nχ

∂ti+n−1∂zj

(tê, z̄0) + o(∆n). (39)

Äîáàâëÿÿ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòðî÷åê (39) ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè i ê ñòðî÷êàì (39) ñ
áîëüøèìè íîìåðàìè i, ïðåîáðàçóåì (39) ê âèäó

∆n

n!

∂i+nχ

∂ti+n−1∂zj

(tê, z̄0) + o(∆n).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñëåäíèå n ñòðî÷êè ÿêîáèàíà G ïðîïîðöè-
îíàëüíû ñ òî÷íîñòüþ äî o(∆n) ñîîòâåòñòâóþùèì ñòðî÷êàì ìàòðèöû

(
aij(tê, z̄0)

)
ñ êîýôôè-

öèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ∆n/n!. Ïîýòîìó

det
(∂Gi

∂zj

(tê, z̄0)
)

=
(∆n

n!

)n

det
(
aij(tê, z̄0)

)
+ o(∆n2

).

Ïî óñëîâèþ ìàòðèöà (aij) íåâûðîæäåíà â òî÷êå (tê, z̄0). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0,
÷òî ïðè tí ∈ (tê − δ, tê) ÿêîáèàí ôóíêöèè G â òî÷êå z̄0 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî òåîðåìå îá
îáðàòíîé ôóíêöèè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè

G(z̄0) =
(
χ(tê, z̄0), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tê, z̄0), χ(tí, z̄0), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tí, z̄0)

)
,

â êîòîðîé îïðåäåëåíà îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ G−1. Çàìåòèì, ÷òî

χ(tê, z̄0) = y0,
∂χ

∂t
(tê, z̄0) = y

(1)
0 , . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tê, z̄0) = y

(n−1)
0 . (40)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòè U ñ n-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ó òî÷åê
êîòîðîãî ïåðâûå n êîîðäèíàò ðàâíû (40) ñîîòâåòñâåííî. Òîãäà V åñòü îêðåñòíîñòü òî÷êè(

χ(tí, z̄0),
∂χ

∂t
(tí, z̄0), . . . ,

∂n−1χ

∂tn−1
(tí, z̄0)

)
.

Åñëè òî÷êà
(
yí, y

(1)
í , . . . , y

(n−1)
í

)
ëåæèò â V , òî ñèñòåìà (35){(36) èìååò ðåøåíèå

(z1, . . . , z2n) = G−1
(
y0, y

(1)
0 , . . . , y

(n−1)
0 , yí, y

(1)
í , . . . , y(n−1)

í
)
,

à çíà÷èò, óñëîâèå â) âûïîëíÿåòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

6. Ïðèìåð ñèíòåçà ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ äëÿ íåïëîñêîé ñèñòåìû

Äâèæåíèå âåðòîëåòà ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé îïèñûâàåòñÿ (ñì. [9]) íåïëîñêîé ñèñòå-
ìîé

ẍ = −g tgϑ− u

M cosϑ
, ϑ̈ = Lu, (41)
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ãäå
(
x, ẋ, ϑ, ϑ̇

)
|ñîñòîÿíèå, u|óïðàâëåíèå ñèñòåìû. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû â ðàáîòå [9] ñòàí-

äàðòíàÿ çàäà÷à òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñ íåôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ ñâåäåíà
ê çàäà÷å

x(tí) = xí, ϑ(tí) = ϑí, ẋ(tí) = ẋí, ϑ̇(tí) = ϑ̇í, x(tê) = xê, ϑ(tê) = ϑê, (42)

ãäå ìîìåíò tí íà÷àëà äâèæåíèÿ çàäàí, à ìîìåíò tê îêîí÷àíèÿ äâèæåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàí
ïðîèçâîëüíî ñ ó÷åòîì î÷åâèäíîãî òðåáîâàíèÿ tê > tí.
Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [3] ïåðåéäåì ê íîâîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé ϑ, ñ÷èòàÿ ïåðå-

ìåííûå t, x, z = ẋ, ξ = ϑ̇ çàâèñèìûìè. Èñïîëüçóÿ îïåðàòîðíîå ðàâåíñòâî

d

dϑ
=

1

ξ

d

dt
,

è îáîçíà÷àÿ ÷åðåç η′ ïðîèçâîäíóþ ïåðåìåííîé η ïî ϑ, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

t′ =
1

ξ
, x′ =

z

ξ
, ξ′ =

Lu

ξ
, z′ =

ẍ

ξ
=

1

ξ

(
−g tgϑ− u

M cosϑ

)
, (43)

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (41). Çàäà÷à (42) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

t(ϑí) = tí, x(ϑí) = xí, z(ϑí) = ẋí, ξ(ϑí) = ϑ̇í, x(ϑê) = xê,

Òàê êàê ýòà çàäà÷à ñîäåðæèò ïÿòü óñëîâèé, òî åå r-çàìûêàíèå ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê
ñèñòåìå (43) óðàâíåíèÿ âèäà u′ = U . Óñëîâèå â êîíå÷íîé òî÷êå íàëàãàåòñÿ òîëüêî íà x.
Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ ïëîñêèìè ñèñòåìàìè îäíó èç ïðîèçâîäíûõ x ïîëîæèì ðàâíîé íóëþ.
Òàê êàê x′′′ | ïåðâàÿ èç ïðîèçâîäíûõ x, çàâèñÿùàÿ îò u′, òî èñêîìîå r-çàìûêàíèå ïîñòðîèì
äîáàâëåíèåì ê ñèñòåìå (43) óðàâíåíèÿ x′′′ = 0. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ïåðåìåííîé âîçüìåì
ôóíêöèþ

p = x+ (ϑê − ϑ)x′ +
1

2
(ϑê − ϑ)2x′′.

Òîãäà óðàâíåíèå áàçû åñòü p′ = 0.
Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé t, ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå x′′′ = 0 â âèäå

dψ

dt
= 0, ãäå ψ =

(1

ϑ̇

d

dt

)2

(x) =
ẍϑ̇− ẋϑ̈

ϑ̇3
, (44)

êîòîðîå âìåñòå ñ ñèñòåìîé (41) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé r-çàìûêàíèå çàäà÷è (42). Ñîîòâåòñòâó-
þùåå óðàâíåíèå áàçû åñòü

ṗ = 0, ãäå p = x+ (ϑê − ϑ)
ẋ

ϑ̇
+

1

2
(ϑê − ϑ)2ψ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì èçëîæåííîãî çäåñü ìåòîäà â [9] óñïåøíî ðåøåíà çàäà÷à (42).
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Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðîâàí íîâûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì. Ìåòîä îñíîâàí íà äîïîëíåíèè èñõîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèÿìè íà ïðîèçâîäíûå
óïðàâëåíèÿ è ïåðåôîðìóëèðîâêå òåðìèíàëüíîé çàäà÷è â êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äîïîëíåííîé ñè-
ñòåìû E . Äîïîëíèòåëüíûå óðàâíåíèÿ ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû èç ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ñèñòåìû E ñóùåñòâîâàëî òàêîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå (íàêðûòèå) â ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî êàêîé-ëèáî äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Y , ÷òîáû ðåøåíèÿ E îòîáðàæàëèñü â ðåøåíèÿ Y ,
óñëîâèÿ êðàåâîé çàäà÷è â êîíå÷íîé òî÷êå ïåðåõîäèëè â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ðåøåíèÿ Y ,
à óñëîâèÿì â íà÷àëüíîé òî÷êå óäîâëåòâîðÿëè âñå ðåøåíèÿ Y . Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è òåðìè-
íàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå äâóõ ñâÿçàííûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì E è Y . Äîïîëíåííóþ ñèñòåìó E , îáëàäàþùóþ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, ìû íàçâàëè
r{çàìûêàíèåì çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Â ðàçäåëå 5 äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîé ñèñòåìû â êà÷åñòâå r{çàìûêàíèÿ

ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ îïðåäåëåííóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ïîðÿäîê êîòîðîé ðàâåí êîëè÷åñòâó óñëîâèé òåðìèíàëüíîé çàäà÷è. À èìåííî,
ïîêàçàíî, êàê ïî îáùåìó ðåøåíèþ ýòîé ñèñòåìû ïîñòðîèòü íàêðûòèå ñ óïîìÿíóòûìè âûøå
ñâîéñòâàìè. Ïðè ýòîì äîêàçàí òîëüêî ëîêàëüíûé ôàêò, ò.å. êîãäà íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
áëèçîê êîíå÷íîìó ìîìåíòó, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áëèçêè êîíå÷íûì óñëîâèÿì. Îäíàêî ïî-
ñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì r{çàìûêàíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíèìî è ê äðóãèì òåðìèíàëüíûì
çàäà÷àì ñ òåìè æå êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñèíòåçà ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé

ïëîñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé. Êðîìå òîãî, êîíñòðóêöèÿ r{çàìûêàíèÿ èç òåîðåìû 3
ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé íåïëîñêîé ñèñòåìû, êîãäà óäàåòñÿ íàéòè åå ðåøåíèå, çàâè-
ñÿùåå îò k ïàðàìåòðîâ, ãäå k| êîëè÷åñòâî óñëîâèé çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðèôèíàíñîâîéïîääåðæêå ãðàíòàÏðåçèäåíòà ÐÔïîääåðæêè âåäóùèõ

íàó÷íûõ øêîë ÍØ-53.2014.1 è ãðàíòîâ ÐÔÔÈ¹¹ 13-07-00736 è 14-01-00424.
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A new method for solving the terminal control problem for dynamical systems is formulated.
This problem is to determine a program trajectory and a program control that takes the system from
a given initial state to a given final state. The method is based on the addition of equations with
control derivative to the source system and reformulation of the problem in the boundary value
problem for the augmented system E . Additional equations must be chosen so as to satisfy the
following conditions. There is a surjective map (covering) from the phase space E to the phase
space of some dynamical system Y . The covering takes solutions of E to solutions of Y . Boundary
conditions in the final moment are mapped to the boundary conditions on the solutions of Y . Any
solution of Y satisfies the boundary conditions in the initial moment. Then the solution of the
terminal control problem is as the solution of two Cauchy problems for dynamical systems E and
Y . Augmented system E satisfying mentioned properties is called r-closure of the terminal control
problem.
It is shown that this approach generalizes thewell-knownmethod for solving the terminal control

problem for flat systems. A flat system is a system whose solutions are uniquely determined by
a certain set of functions of time (flat output). The mentioned well-known method is based on
polynomial dependence of flat output of time and do not take into account constraints on the system.
It is proved that for an arbitrary flat system r-closure can be chosen any determined system of

ordinary differential equations of the corresponding order. It is showed how to construct a covering
with the above-mentioned properties using the general solution of this system. The properties of the
covering are proved only locally, i.e. when the initial time is close to the final time, and the initial
conditions are close the final conditions. But this covering may be applicable to other terminal
problems with the same final conditions. This result can be used to solve the terminal control
problem for flat systems with constraints. In addition, an example demonstrates the possibility of
applying this method to non-flat systems.
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